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Периодическая система элементов начинается с атома водорода; свойства которого определяют её общие черты. 
Сегодня необходимо переосмыслить историю создания его теории, упростить и осовременить используемые методы.  
В предлагаемой статье рассматривается ряд знакомых проблем, решённых незнакомыми методами, простыми и короткими. 

Все они основаны на глубоком проникновении в суть задачи. 
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Введение  

В первой декаде ХХ в. самой важной пробле-
мой стало решение задачи о структуре атома и, в ча-
стности, простейшего из них — атома водорода. Этот 
атом более полувека служил «пробным камнем» всей 
атомной теории. 

Планетарная модель атома  возродила к но-
вой жизни полузабытую задачу Кеплера — Ньюто-
на о движении в поле тяготения, заменив гравита-
цию кулоновской силой [1]. Уже через два года 
Н.Бор показал [2], что в микромире действует дру-
гая механика, основанная на квантовых идеях 
М.Планка и А.Эйнштейна.  

В течение последующих двадцати лет развитие 
теории атома водорода находилось в центре внима-
ния физиков. На примере этого объекта оттачивались 
идеи В.Гейзенберга [3], П.Дирака [4] и Э.Шредингера 
[5]. К концу 1926 г. стала ясной необходимость реля-
тивизации квантовой механики, которая была успеш-
но решена Дираком [6] и породила новое течение — 
теорию античастиц. 

Но и после 1932 г. теория Н-атома продолжала 
развиваться: изучалась его симметрия, уточнялась 
дираковская теория [7], были открыты конформные 
свойства и т.д.  

Эти достижения необходимо сделать достоя-
нием широких масс студенчества, равно как и физи-
ков, работающих в других направлениях. Этой задаче 
посвящён предлагаемый обзор. 

I. Уравнение Шредингера  

Летом 1925 г. В.Гейзенберг предложил свой ва-
риант теории атома, названный впоследствии матрич-
ной механикой; каждая динамическая величина записы-
валась в виде матрицы, были указаны правила действия 
с ними, которые позволили В.Паули уже осенью того 
же года построить количественную теорию атома водо-
рода. Эти расчёты были опубликованы в январе 1926 г. 
на десять дней раньше анонса статьи Э.Шредингера, 
ставшей основным методом новой механики микромира. 

1а. Стандартный метод  

Исходным пунктом является волновое уравне-
ние Шредингера ΨΨ EН , из которого находят вол-
новую функцию )(r


  и энергию E. Уравнение ре-

шают, как правило, путём отделения углов от радиу-
са: ),,()()(   lmlmlm lm YrfCr


 после чего задача 

сводится к решению радиального уравнения  
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Z — заряд ядра*, е — элементарный заряд, r — рас-
стояние между ядром и электроном).  

После перехода к безразмерной переменной 
ikr2  (где )2 2mEk   оно принимает вид, 

известный в математике как уравнение Э.Уиттекера  
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 обозначает кулоновский параметр. 

Его регулярное решение  ρM  сводится к вырож-
денной гипергеометрической функции );(  ca  

   ),;(ρ 2/2/  
 cae cM .22ξ,1  l cila  (3) 
Возвращаясь к прежним переменным, полу-

чим ответ 
 ),2;()( ikrcaeNrrf ikrl   (4) 
вывод которого обычно требует долгих вычислений. 
Формула (4) состоит из двух множителей, отра-
жающих поведение искомой функции в особых точ-
ках 0 и , и интерполирующей функции ).2( ikr  
Это разбиение составляет суть стандартного метода.   

Функция Куммера );(  ca  подчиняется урав-
нению ,0)(  ac  из которого следует 

выражение в форме ряда )(
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)1(    (норми-

рующие множители опущены). 
При вычислении радиальных интегралов 

функция )(  должна возрастать не быстрее поли-
нома. Это имеет место при условии a = –nr. Таким 
образом, связанное состояние атома водорода воз-
можно при .1 lni r  Следовательно, 
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 Получилась известная формула 

Н.Бора [2] для энергии n-го уровня. Постоянная 
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 равная 13,606 eV — 

это ионизационный потенциал атома водорода, полу-
ченный Бором в той же статье.  

1б. Импульсное представление. Симметрия В.А.Фока 

В импульсном представлении аргументом вол-
новой функции )(q  является импульс q. С гамиль-

тонианом r
Ze

m
q 22
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В этом представлении r является дифференци-

альным оператором ,ˆ qqqir

   что позволяет запи-

сать уравнение в форме 
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* То есть фактически рассматривается водородоподобный атом. 

и проинтегрировать его:  )(ln 22 kqq  
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Здесь по-прежнему v
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Регулярное при 0  решение таково**  
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Эта формула имеет богатую историю: впер-
вые она была получена в 1929 г. Б.Подольским  
и Л.Полингом [8] как преобразование Фурье коор-
динатной волновой функции (4); тремя годами поз-
же Э.Хиллераас вывел её [9], решая уравнение Шре-
дингера в импульсном представлении, а в 1935 г. 
В.А.Фок придал ей 4-мерное истолкование [10]. 

В работе Фока угловая переменная  приобре-
ла глубокий смысл: четыре координаты  0,


 выра-

жаются через неё как  ,cos,sin n


 т. е.  это широ-
та точки на 4-мерной сфере. 4-мерная симметрия — 
это инвариантность относительно всех вращений.  

В классической (неквантовой) теории эту сим-
метрию генерируют два интеграла движения: орби-
тальный момент L


 и вектор Лапласа .nmLpK


  

Постоянство последнего ведёт к уравнению орбиты 
1)cos1()( r  (умножив скалярно на ,r


 по-

лучим ,cos 2 mrLKr   откуда следуют r(),  
 = K/m,  = L2/m).  

Аналогичное уравнение для импульса )(p  
(годограф) нашёл У.Гамильтон в 1847 г. [11]. Мы 
получим его, умножив K


 векторно на L


: 

,2 nLmLpKL


  т. е.  
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Вектор Гамильтона h


, вместе с L


 и K


, явля-
ется интегралом движения, он направлен вдоль ма-

лой оси эллипса и равен , QL
Kh , так что  = h/Q. 

Отметим, что AeQ


  — это векторный потенциал 
кулоновского поля (в калибровке  = 0). Поэтому 
h


 является калибровочно-инвариантным импуль-
сом (это первое появление калибровочной величи-
ны в теоретической физике).  

Центр годографа сдвинут относительно атом-
ного ядра на h (эксцентрик Птолемея). Его окруж-
ность является большим кругом 4-мерной сферы Фо-
                                                        
** Однозначность решения требует  = n = 1,2,3 ... как и в координатном 
представлении. 
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ка, с наклоном относительно полюса сферы на угол . 
Точка на сфере с этой координатой — это стерео-
проекция импульса на сферу из её северного полюса.  

Годограф остаётся окружностью при изменении 
параметра h, но геометрия движения зависит от его 
величины: при h = 0 мы имеем круговое движение  
с постоянным импульсом; при h < Q движение происхо-
дит по эллипсу; случаю h = Q отвечает параболическая 
траектория. Очень интересен случай h > Q, когда сило-
вой центр находится вне годографа: вектор импульса 
описывает одну из двух дуг окружности (меньшая — 
в случае отталкивания). Это соответствует рассея-

нию в кулоновском поле на угол 




 h

Qarcsin2 . Тако-

ва геометрия импульсного пространства. 

Остаётся лишь добавить, что дробь 



sin
)sin( n  — 

это полином П.Чебышева ),(cos1 nU  частный слу-

чай (l = 0) полиномов Гегенбауэра ),(cos1
1 


l
lnC  опи-

сывающих возбуждённые состояния, в которых l  0. 

1в. Симметрия. Алгебра Ю.Б.Румера. 

Описанная в предыдущем разделе 4-мерная 
симметрия Фока является симметрией отдельного 
состояния с заданной энергией. Её генераторы, ор-
битальный момент и вектор Лапласа, коммутируют 
с гамильтонианом и вследствие этого не могут пе-
ревести атом из одного состояния в другое (этому 
типу симметрии присвоена приставка пара-).  

Чтобы воспроизвести весь спектр состояний, 
необходима симметрия другого типа (метасимметрия), 
в состав которой входят гамильтониан и некоммути-
рующие с ним генераторы, чьи матричные элементы 
связывают разные состояния.  

В 1970 г. проф. Ю.Б.Румер вместо того, что-
бы решать диф-уравнение Уиттекера, записал его 
[12] в виде ,1 R  где kkprR 2)( 22

1 


. Вместе 

с kkprR 2)( 22
2 


 и )1(3  riR


 эти операторы 

образуют алгебру О(1,2) 
       ,,  ,,  ,, 213132321 iRRRiRRRiRRR   (9) 
которая отличается от известной изотропной алгебры 
О(3) знаком второго коммутатора. Как и в О(3), в ней 
существует оператор ,32 iRRR   коммутирующий 
с 1R  по правилу   .,1   RRR  Это означает, что наря-
ду с , имеющей собственное значение ξ, существует 
функция  R  c собственным значением 

.1  Процесс можно продолжать неограниченно, 
поскольку алгебра О(1,2) некомпактна.  

Наряду с R  существует оператор понижения 
,32 iRRR   действующий в противоположном на-

правлении — исходя из одной функции можно постро-
ить их все! Зная, что ,0 n  можно найти соответст-

вующую энергию .
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Алгебра Румера заменяет дифференциальное 
уравнение Шредингера. 

1г. Точное решение. Рассеяние 

Разложение на парциальные волны вряд ли мож-
но называть удобным; однако в случае кулоновского 
взаимодействия удаётся свернуть этот бесконечный ряд 
и получить замкнутое выражение.  

Достаточно выделить из волновой функции 
множитель )exp(ikzf   и использовать формулу 

   FffffF 222 2)(  

  ,2)exp( 22 FkFeikFikz 
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  (10) 
чтобы привести волновое уравнение 

0)2( 22  krmZ  к виду  FeikF


22  
.02  rFmZ   

Если в качестве аргумента взять параболиче-
скую координату u = (r – z) (параболические коорди-
наты в 1916 г. применил П.Эпштейн, рассматривая 
эффект Штарка в водороде), то уравнение примет вид 
вырожденного гипергеометрического  
 0)()()1()(  uFiuFuuFu   (11) 
с функцией Куммера  )(1; zriki   в качестве ре-
шения. 

Волновая функция имеет вид модулированной 
плоской волны ),()( ikuCer ikz


 но её можно пре-

образовать по Куммеру в )),(1;1( zrikiCeikz   т. е. 
в расходящуюся сферическую волну, описывающую 
рассеянную частицу. Отношение квадратов модулей 
амплитуд сферичеcкой и плоской волны в асимптоти-
ке равно дифференциальному сечению рассеяния  
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Здесь по-прежнему кулоновский параметр 
,kmZ  k — асимптотический импульс,  — угол 

рассеяния.  
Совпадение этой квантовой формулы с клас-

сическим результатом Э.Резерфорда сыграло важную 
роль в истории физики.  

II. Уравнение Дирака 

2а. Основные сведения 

2 января 1928 г. английский журнал 
«Proceedings of the Royal Society» опубликовал ста-
тью П.Дирака [6], в которой он предложил новое 
волновое уравнение 
   .2  Emcpc


  (13) 

Главным его отличием была линейность по им-
пульсам — слагаемое p2/2m отсутствовало, но опера-
торы оставались прежними: ,0 tip   . ip


 Кро-

ме того, были введены коэффициенты  и  с не-
обычным свойством  
 ,2     (14) 
которое означало, что каждый из них — это матрица. 
Они имеют размер 4×4 и называются матрицами Ди-
рака (он привёл их в явном виде). Волновая функция 
 — 4-мерный столбец (биспинор), обычно записы-

вается в виде двух спиноров: 






 .  
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Смысл этих новшеств состоял в том, чтобы до-
биться автоматического выполнения знаменитого 
соотношения А.Эйнштейна  
 .24222 Ecmpc    (15) 

Чтобы момент количества движения J


 комму-
тировал с вектором 


 по общему правилу  

   ,, liklki iJ    (16) 

необходимо включить в J


 дополнительное слагаемое 
,SLJ


  коммутирующее с 


 согласно (16). Не-
трудно проверить, что этому требованию удовлетво-
ряет вектор ,2


S  чей квадрат 3/4 свидетельствует 

о спине электрона, равном 1/2.  
При сложении моментов возможны два вари-

анта j = l ± 1/2; этому служат два упомянутых спи-
нора: «верхний»  с моментом j = l + 1/2 и «ниж-
ний»  с j = l – 1/2. Вот почему нужны два спинора 
и 4-компонентная волновая функция! При заданном 
j чётности спиноров P = (–1)l противоположны. 

Если электрон находится в электромагнитном 
поле, имеющем потенциал ,A  то уравнение прини-
мает вид (e — заряд электрона) 
   .0)(   meAp   (17) 

Градиентное преобразование   xAA  
компенсируется преобразованием волновой функции 

, ie  так что   eAp  остаётся неизмен-
ным: имеет место калибровочная инвариантность.  

Сравнивая 


 с вектором Гамильтона (8), об-
наруживаем их тождество. В уравнение (17) входит 
и четвёртая компонента калибровочного импульса. 

2б. Энергетический спектр  

Обратимся теперь к нашей задаче — движе-
нию электрона в кулоновском поле: 

 ;0 r
ZeA   .0Ae


  (18) 

Чтобы отделить уравнения для спиноров  и  
друг от друга, перейдём к уравнению 2-го порядка 
    .022   m   (19) 

В выражении       Fe22  толь-
ко одна матрица  связывает эти спиноры. Её 
можно сделать диагональной, если выбрать матрицы 
в виде 10   и 


2i . Любой другой выбор, в ча-

стности 30   и ,1


 принятый Дираком, Гордо-
ном, Дарвином и многими другими, этому требова-
нию не удовлетворяет. 

В результате       ).ρ( 3
22

0
2  


Нe  

Слагаемое Н


  (взаимодействие магнитных моментов 
электрона и протона) приводит к сверхтонкой структуре 
уровней и, ввиду своей малости, может быть отброше-
но. Однако, в случае наличия внешнего поля оно приво-
дит к магнитному моменту ,2mce  равному магнетону 
Бора. Второе слагаемое 


e  — это спин-орбитальное 

взаимодействие, часть тонкой структуры уровней.  

Окончательно радиальное уравнение принима-
ет вид )  0,( 2 rnZe


Н  

 ,02
2

2
2























  mn

r
Z

r
ZE


  (20) 

очень похожий на уравнение нерелятивистской тео-
рии (2). Чтобы убедиться в этом, раскроем скобки, 
введём импульс k2 = E2 – m2 и, разделив на (–2ik)2, 
увидим уравнение Уиттекера  

 0)(
4
11

2

22
2 
















niZZLkEZi


  (21) 

с незначительными изменениями: кулоновский пара-
метр равен ,kEZ  т.е. прежнему ,Z  но с реляти-
вистским определением скорости ;Ek  в послед-
нем члене вместо l(l + 1) стоит некоторая комбина-
ция, обозначив которую ( + 1), мы сможем написать 
решение радиального уравнения Дирака в виде  

    ),;(ρρ
1ρ 12/2/  

 cae cM  

аналогичном формуле (3) с заменой l на . Итак, 
   ),2;( ikrcarer ikr   .22ξ,1   cia  (22) 

Требование квадратичной интегрируемости 
по-прежнему квантует параметр a = –nr, так что  

i = nr +  + 1, откуда следует iN
Z  и выражение 

для энергии  
 ,

1
1 22






 






N
Z

mmE   (23) 

в которое следует подставить значение параметра  
(которое будет получено ниже).  

В заключение замечание: знак минус в уравне-
нии (20) для спинора  влияет только на его угловую 
зависимость, не меняя энергии уровня.    

2в. Симметрия. Позитрон  

Как мы видели, уравнение Уиттекера появля-
ется во всех кулоновских задачах. Чем объясняется 
это свойство? Этим свойством является симметрия 
— группа преобразований, одним из генераторов ко-
торой является гамильтониан.  

Этой группой не может быть группа В.Фока 
О(4), поскольку гамильтониан коммутирует со всеми 
её генераторами.  

В разделе 1в на примере импульсного подхода 
к задаче Кулона мы видели, что уравнение Уиттекера 
обладает некомпактной алгеброй О(2,1). Прямой про-
веркой можно установить, что этой алгеброй облада-
ют и другие рассмотренные нами задачи.  

Алгебры В.Фока О(4) и Ю.Румера О(2,1) неза-
висимы друг от друга, так что мета-алгебра атома 
водорода есть их прямое произведение О(4)×О(2,1), 
которое является одной из подгрупп алгебры О(4,2).  

О(4,2) имеет 65/2 = 15 генераторов, которые 
включают 6 «фоковских» и 3 «румеровских», осталь-
ные шесть — это 3 оператора растяжений и 3 опера-
тора инверсий. Эти операторы делают её конформ-
ной, что, конечно, не меняет 4-мерности нашего Ми-
ра (подробнее см. [13]).  
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Наряду с непрерывными группами волновые 
уравнения могут располагать и дискретными, на-
пример — отражением координат (чётностью), со-
пряжением по заряду и другими. Нас будет интере-
совать уравнение Дирака с противоположным зна-
ком перед массой  
   ,0)(   meAp   (24) 
которое даёт такой же квадрат, что и уравнение 
(17)***. Оно обладает решениями, полностью анало-
гичными полученным в предыдущем разделе.  

Чему соответствует это уравнение? Его можно 
привести к прежнему виду, просто заменив знаки  
   ,0)(   meAp   (25) 
однако и тогда этот объект не будет совпадать с обыч-
ным электроном, так как у него противоположный 
знак заряда и двигается он в противоположном на-
правлении. Все эти свойства отражены в его волновом 
уравнении, не совпадающем с уравнением Дирака!  

Итак, наряду с «обычным» электроном возмож-
но существование родственной частицы с такой же 
массой, но с положительным электрическим зарядом! 
В 1928 г. таких частиц не знали — впервые их обна-
ружил К.Андерсон в 1932 г. в космических лучах [14]. 
Так разрешилась загадка о частице с отрицательной 
массой, мучавшей физиков четыре года. Её назвали 
позитроном. 

Позитрон может образовывать с электроном 
систему, похожую на атом водорода, — позитро-
ний, который, однако, неустойчив и распадается на 
два или три -кванта в зависимости от величины 
углового момента.  

2г. Угловые функции  

Выше мы уклонились от вычисления угловой 
части волновой функции, заменив её собственным 
значением ( + 1). Восполним этот пробел.  

Оператор niZZLO


 22 )(ˆ  равен 1),( LL  
где  
 .)1( niZL


L   (26) 

оператор, предложенный К.А.Джонсоном [15]. Там 
же доказано равенство 1).(ˆ  LLO  Оба оператора, 

Ô  и L , имеют общую угловую функцию 
slmjl YslmjCn 2/1)2/1,;()(  


 для верхнего спинора 

и )(nlj


  для нижнего ),2( ljl   однако гораздо 

удобнее пользоваться собственными функциями 
оператора L-полиномами И.Тамма. 

Собственные значения оператора Джонсона 

равны ,)()2/1( 22  Zj  поскольку при возве-

дении в квадрат слагаемые оператора L антикоммути-
руют. Этим объясняется появление ( + 1) в формуле 
(21). Знак  положителен у верхнего и отрицателен  
у нижнего спинора, но это не влияет на энергию уров-
ня, так как компенсируется увеличением радиального 
квантового числа, входящего в сумму N = nr +  + 1.  
                                                        
*** Такие решения неизбежны в теории относительности, поскольку они 
содержит квадрат массы. 

III. Старшие поправки 

3а. Радиационные поправки 

Первый возбуждённый уровень атома водо-
рода n = 2 давно привлекал внимание спектроско-
пистов, так как на него опирается серия Бальмера, 
наблюдаемая в видимой части спектра; в конце 
XIX в. А.Майкельсон установил его тонкую струк-
туру, а в 30-х гг. ХХ в. специалисты отмечали не-
обычную форму линии Н. 

В 1947 г. В.Лэмб обнаружил, что на месте 
вырожденного уровня 2S1/2 + 2P1/2 в атоме водорода 
наблюдается дублет уровней, отличающихся чёт-
ностью. Это означало, что в теории Дирака что-то 
не учтено.  

Вырождение энергетического уровня объясня-
ется наличием двух некоммутирующих интегралов 
движения, оно снимается любым возмущением, на-
рушающим сохранение одного из них. После ряда 
неудачных предложений теоретики пришли к выводу, 
что таким возмущением является динамическая часть 
электромагнитного поля, в котором движется элек-
трон. О ней обычно вспоминают, говоря о флуктуа-
циях вакуума. Т.Вельтон показал, что эти флуктуации 
как бы «подталкивают» электрон — нечто вроде бро-
уновского движения — и эта неопределённость его 
положения создаёт эффект. В том же 1947 г. Г.Бете 
реализовал эту идею.  

В предыдущих разделах мы считали поле ста-
тическим и пренебрегали его динамической частью 
(флуктуациями вакуума). Её учёт относится к кванто-
вой электродинамике и выходит за рамки механики, 
пусть даже релятивистской. Её основным методом 
является теория возмущений – разложение по пара-
метру ,2 ce   например поправка к энергии равна 

 
n

n nE 






  1

  (27) 

n равно числу петель в диаграмме Фейнмана. Множи-

тель 

  возникает при вычислении интеграла по петле. 

Бете вычислил первую (n = 1) поправку  
к 2S-уровню с помощью нерелятивистского при-
ближения:  

 .2  ,ln)(
3
4

3

4






 NRy

N
ZmEB   (28) 

Вывод её не прост, и я могу только прокоммен-
тировать эту формулу. Обозначения таковы: m — мас-

са электрона (необходима по размерности), 

  — при-

знак первой поправки, 3

4)(
N
Z  — тонкая структура 

N-го уровня, Ry — постоянная Ридберга,  — средняя 
энергия возбуждения (15 эВ). Логарифм возник в ре-
зультате вычисления интеграла по фото-электронной 
петле, поэтому он зависит от Ry. Следует заметить, 
что многие эффекты квантовой электродинамики вы-
ражаются логарифмами, часто это обусловлено про-
стыми соображениями размерности. В целом формула 
Бете даёт около 95% наблюдаемого сдвига.  
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Теоретическое вычисление лэмбовского сдвига 
доведено до большой точности 1057,871(02) МГц, 
сравнимой с измеренным 1057,851(2) МГц (расхож-
дение связывают с оценкой радиуса протона). 

Приведу результаты вычислений старших 
поправок к основному состоянию атома водорода 
(все числа даны в МГц, в скобках указан порядок 
приближения):  
1-петлевой вклад: +1077,640 ])([ 4 Z  +7,140 ])([ 5 Z  

–0,372 ])([ 6 Z  – 27,084 (вклад поляризации вакуума 

порядка 4)(  Z ). 

2-петлевой вклад: +0,342 ])([ 42  Z  — 0,239 (поляри-

зация вакуума порядка 42 )(  Z ). 
Поправки на движение ядра: +0,319 и его размер 
+0,125. 

Вклад одного лишь 1-петлевого вклада со-
ставляют 0,9995 часть правильного значения, однако 
при точности эксперимента ~10–6 отбросить поправ-
ки, имеющие порядок ~10–4, нельзя. 

IV. Заключение  

Что дали нам прочитанные десять страниц? 
Думаю, что многое, и прежде всего, удивительное 
свойство кулоновой задачи — её решение, независимо 
от кинематики, удовлетворяет уравнению Уиттекера.  

Вероятно, лучше всего выразить это иначе: 
симметрией кулоновой проблемы является конформ-
ная группа О(2,1). И не только она, ещё и изотропная 
О(3). Два интеграла — h


 и L


 — сердце этой задачи. 

Её конкретные проявления — лестничный спектр свя-
занных состояний и резерфордова структура амплиту-
ды рассеяния — следствия найденной симметрии.  

Второй результат, калибровочная структура — 
гигантское обобщение электродинамики, росток бу-
дущей теории микрочастиц (лептонов и кварков) — 
тоже коренится в интеграле Гамильтона и его реляти-
вистском обобщении, скаляре  . За ними маячит 
суперсимметрия микромира или что-то похожее на неё. 
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