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Введение. Векторное уравнение электромагнитных волн 
 на идеально-проводящей поверхности 

Электродинамический анализ задач дифракции на идеально-проводящих 
поверхностях и вибраторных антенн основан на решении интегральных уравнений 
относительно поверхностных токов.  Пусть на идеально проводящую поверхность 𝑆𝑆 

падает произвольная электромагнитная волна𝐸𝐸0����⃗ ,𝐻𝐻0�����⃗ . В результате этого на 
поверхности 𝑆𝑆 наводятся поверхностные токи с плотностью𝚥𝚥. Неизвестная функция 
поверхностных токов удовлетворяет векторному уравнению [1] 

 �−𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑃𝑃 ∬�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑄𝑄𝐺𝐺, 𝚥𝚥�𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘2∬𝐺𝐺𝚥𝚥𝑑𝑑𝑑𝑑,𝑛𝑛�⃗ �
𝑆𝑆

= −𝑖𝑖�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
�𝐸𝐸�⃗ 0,𝑛𝑛�⃗ �

𝑆𝑆
.                   (1) 

Здесь интегрирование проводится по поверхности 𝑆𝑆, 𝑃𝑃 – точка наблюдения, 𝑄𝑄 – 

точка излучения, 𝐺𝐺 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

−функция Грина, 𝑅𝑅 = �(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦′)2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)2 – 

расстояние между точкой излучения и точкой наблюдения на поверхности 𝑆𝑆, 𝜀𝜀 −
 диэлектрическая проницаемость, 𝜇𝜇 − магнитная проницаемость, 𝑘𝑘 − волновое число. 

Система двумерных интегро-дифферениальных уравнений 

На поверхности 𝑆𝑆 введем криволинейные ортогональные координаты. Связь 
с декартовыми координатами  в точке наблюдения 𝑆𝑆 описывается равенствами 𝑥𝑥 =
𝑥𝑥(𝑣𝑣, 𝜏𝜏, 𝑞𝑞0),  𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑣𝑣, 𝜏𝜏, 𝑞𝑞0), 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑣𝑣, 𝜏𝜏, 𝑞𝑞0), а в точке излучения 𝑄𝑄 −соотношениями 𝑥𝑥′ =
𝑥𝑥′(𝑢𝑢, 𝑡𝑡, 𝑞𝑞0), 𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦′(𝑢𝑢,𝑡𝑡,𝑞𝑞0), 𝑧𝑧′ = 𝑧𝑧′(𝑢𝑢, 𝑡𝑡, 𝑞𝑞0). Тогда векторное уравнение (1) относительно 
векторной функции 𝚥𝚥(𝑗𝑗𝑢𝑢, 𝑗𝑗𝑡𝑡) сведется к системе интегро-дифференциальных 
уравнений [2] 

 

⎩
⎨

⎧∬[𝐾𝐾𝑢𝑢𝑣𝑣(𝑣𝑣,𝑢𝑢, 𝜏𝜏, 𝑡𝑡)𝑗𝑗𝑢𝑢(𝑢𝑢, 𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝑡𝑡𝑣𝑣(𝑣𝑣,𝑢𝑢, 𝜏𝜏, 𝑡𝑡)𝑗𝑗𝑡𝑡(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑖𝑖�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝑣𝑣0(𝑣𝑣, 𝜏𝜏) ,

∬[𝐾𝐾𝑢𝑢𝜏𝜏(𝑣𝑣,𝑢𝑢, 𝜏𝜏, 𝑡𝑡)𝑗𝑗𝑢𝑢(𝑢𝑢, 𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝑡𝑡𝜏𝜏(𝑣𝑣,𝑢𝑢, 𝜏𝜏, 𝑡𝑡)𝑗𝑗𝑡𝑡(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑖𝑖�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝑣𝑣0(𝑣𝑣, 𝜏𝜏),

                  (2) 

где 

𝐾𝐾𝑢𝑢𝑣𝑣 =
𝐻𝐻𝑡𝑡
𝐻𝐻𝑣𝑣

𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑘𝑘2𝐺𝐺𝑒𝑒𝑢𝑢 ∙ 𝑒𝑒𝑣𝑣𝐻𝐻𝑢𝑢𝐻𝐻𝑡𝑡 ,𝐾𝐾𝑡𝑡𝑣𝑣 =
𝐻𝐻𝑢𝑢
𝐻𝐻𝑣𝑣

𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑘𝑘2𝐺𝐺𝑒𝑒𝑡𝑡 ∙ 𝑒𝑒𝑣𝑣𝐻𝐻𝑢𝑢𝐻𝐻𝑡𝑡 , 

𝐾𝐾𝑢𝑢𝜏𝜏 =
𝐻𝐻𝑡𝑡
𝐻𝐻𝜏𝜏

𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑘𝑘2𝐺𝐺𝑒𝑒𝑢𝑢 ∙ 𝑒𝑒𝜏𝜏𝐻𝐻𝑢𝑢𝐻𝐻𝑡𝑡 ,𝐾𝐾𝑡𝑡𝜏𝜏 =
𝐻𝐻𝑢𝑢
𝐻𝐻𝜏𝜏

𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑘𝑘2𝐺𝐺𝑒𝑒𝑡𝑡 ∙ 𝑒𝑒𝜏𝜏𝐻𝐻𝑢𝑢𝐻𝐻𝑡𝑡 , 

𝐻𝐻𝑡𝑡 ,  𝐻𝐻𝜏𝜏,𝐻𝐻𝑢𝑢, 𝐻𝐻𝑣𝑣 − коэффициенты Ламе, 𝑒𝑒𝑡𝑡 ,  𝑒𝑒𝜏𝜏,  𝑒𝑒𝑢𝑢,  𝑒𝑒𝑣𝑣 − орты координатных линий. 
Систему уравнений (2) применим к задаче дифракции на отрезке кругового 

цилиндра. В цилиндрической системе координат (𝑟𝑟,𝜑𝜑, 𝑧𝑧)  поверхность 𝑆𝑆 описывается 
соотношениями: −𝑙𝑙 ≤ 𝑧𝑧 ≤ 𝑙𝑙, 𝑟𝑟 = 𝑎𝑎, 0 ≤ 𝜑𝜑 ≤ 2𝜋𝜋. Векторная функция поверхностных 
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токов𝚥𝚥 имеет аксиальную составляющую 𝑗𝑗𝑧𝑧(𝑧𝑧,𝜑𝜑) и азимутальную компоненту𝑗𝑗𝜑𝜑(𝑧𝑧,𝜑𝜑). 
Они удовлетворяют системе интегро-дифференциальных уравнений 

 

⎩
⎨

⎧ ∬�𝑗𝑗𝑧𝑧 �
𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕′

− 𝑘𝑘2𝐺𝐺� + 𝑗𝑗𝜑𝜑
𝜕𝜕2𝐺𝐺

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎′
� 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑖𝑖�

𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝑧𝑧0 ,

∬�𝑗𝑗𝑧𝑧 �
𝜕𝜕2𝐺𝐺

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎′𝜕𝜕𝜕𝜕
� + 𝑗𝑗𝜑𝜑 �

𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝑎𝑎2𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕′

− 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜑𝜑 − 𝜑𝜑′)𝐺𝐺�� 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑖𝑖�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝜑𝜑0 .

                         (3) 

 Система одномерных интегро-дифферениальных уравнений 

 Система (3) является двумерной. Для сведения этой системы к одномерной 
разложим функцию Грина и все функции, входящие в систему (3), в ряды Фурье. 

 𝐺𝐺 = ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�−𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜑𝜑 − 𝜑𝜑′)�𝑆𝑆𝑚𝑚(𝑧𝑧, 𝑧𝑧′)+∞
𝑚𝑚=−∞ ,𝑆𝑆𝑚𝑚 = 1

2𝜋𝜋 ∫ 𝐺𝐺2𝜋𝜋
0 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜑𝜑 − 𝜑𝜑′)�𝑑𝑑𝑑𝑑′,    

𝑗𝑗𝑧𝑧(𝑧𝑧,𝜑𝜑) = 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋

∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑢𝑢𝑚𝑚(𝑧𝑧)+∞
𝑚𝑚=−∞ ,𝑢𝑢𝑚𝑚 = ∫ 𝑗𝑗𝑧𝑧

2𝜋𝜋
0 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎,      

𝑗𝑗𝜑𝜑(𝑧𝑧,𝜑𝜑) = 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋

∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑣𝑣𝑚𝑚(𝑧𝑧)+∞
𝑚𝑚=−∞ ,𝑣𝑣𝑚𝑚 = ∫ 𝑗𝑗𝜑𝜑

2𝜋𝜋
0 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎,        

𝐸𝐸𝑧𝑧0 = ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝐸𝐸𝑧𝑧𝑚𝑚(𝑧𝑧)+∞
𝑚𝑚=−∞ ,𝐸𝐸𝜑𝜑0 = ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝐸𝐸𝜑𝜑𝑚𝑚(𝑧𝑧)+∞

𝑚𝑚=−∞ .                  (4) 

 Используя разложение в ряды Фурье (4), сведем двумерную систему (3) к 
одномерной системе. Одновременно перейдем к безразмерным переменным по 
формулам z= 𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝑧𝑧′ = 𝑙𝑙𝑙𝑙. В результате получим систему 

 

⎩
⎨

⎧ ∫ �𝑢𝑢𝑚𝑚 �
1

(𝑘𝑘𝑘𝑘)
𝜕𝜕2𝑆𝑆𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− (𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑆𝑆𝑚𝑚� + 𝑣𝑣𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑘𝑘𝑘𝑘)
𝜕𝜕𝑆𝑆𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑖𝑖

𝑘𝑘 �
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝑧𝑧𝑚𝑚

1
−1 ,

∫ �𝑢𝑢𝑚𝑚
−𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑘𝑘𝑘𝑘)

𝜕𝜕𝑆𝑆𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑣𝑣𝑚𝑚 �
𝑚𝑚2(𝑘𝑘𝑘𝑘)
(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 𝑆𝑆𝑚𝑚 − (𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑆𝑆𝑚𝑚+1+𝑆𝑆𝑚𝑚−1

2
�� 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑖𝑖

𝑘𝑘 �
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝜑𝜑𝑚𝑚.1

−1

    (5) 

 Систему (5) необходимо решить для каждого значения 𝑚𝑚. При 
фиксированном 𝑚𝑚 система (5) описывает задачу дифракции, в которой первичное 
поле определяется формулами: 

𝐸𝐸𝑧𝑧0(𝑧𝑧,𝜑𝜑) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝐸𝐸𝑧𝑧𝑚𝑚(𝑧𝑧),𝐸𝐸𝜑𝜑0(𝑧𝑧,𝜑𝜑) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝐸𝐸𝜑𝜑𝑚𝑚(𝑧𝑧). 

Поэтому исследование системы (5) имеет самостоятельный интерес. 

Операторная форма записи системы уравнений 

 Функция 𝑆𝑆𝑚𝑚(𝜏𝜏, 𝑡𝑡) имеет логарифмическую особенность [3] 

 𝑆𝑆𝑚𝑚(𝜏𝜏, 𝑡𝑡) = 1
4𝜋𝜋2(𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑙𝑙𝑙𝑙

1
|𝜏𝜏−𝑡𝑡|

+ 𝑁𝑁𝑚𝑚(𝜏𝜏, 𝑡𝑡).                                         (6) 
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Функция  𝑁𝑁𝑚𝑚(𝜏𝜏, 𝑡𝑡) является непрерывной вместе с частными производными 
первого порядка. В соответствии с представлением (6) выделим главные части 
операторов, входящих в (5), и для их описания введем операторную матрицу 

 𝑇𝑇 = �𝑎𝑎11𝐴𝐴𝑎𝑎12𝑆𝑆𝑆𝑆𝑎𝑎21𝑆𝑆𝑆𝑆𝑎𝑎22𝐿𝐿
�,               (7) 

где 

(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝜏𝜏) = 1
𝜋𝜋
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ∫ 𝑢𝑢(𝜏𝜏) 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑙𝑙𝑙𝑙 1

|𝜏𝜏−𝑡𝑡|
𝑑𝑑𝑑𝑑1

−1 , (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆)(𝜏𝜏) = 1
𝜋𝜋
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ∫ 𝑣𝑣(𝜏𝜏)𝑙𝑙𝑙𝑙 1

|𝜏𝜏−𝑡𝑡|
𝑑𝑑𝑑𝑑1

−1 , 

(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆)(𝜏𝜏) = 1
𝜋𝜋 ∫ 𝑢𝑢(𝜏𝜏) 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑙𝑙𝑙𝑙 1

|𝜏𝜏−𝑡𝑡|
𝑑𝑑𝑑𝑑1

−1 ,    (𝐿𝐿𝐿𝐿)(𝜏𝜏) = 1
𝜋𝜋 ∫ 𝑣𝑣(𝜏𝜏)𝑙𝑙𝑙𝑙 1

|𝜏𝜏−𝑡𝑡|
𝑑𝑑𝑑𝑑1

−1 ,    (8) 

𝑎𝑎11 = 1
4𝜋𝜋(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑘𝑘𝑘𝑘) ,𝑎𝑎12 = 𝑖𝑖𝑖𝑖

4𝜋𝜋(𝑘𝑘𝑘𝑘)2,𝑎𝑎21 = − 𝑖𝑖𝑖𝑖
4𝜋𝜋(𝑘𝑘𝑘𝑘)2,𝑎𝑎22 = (𝑘𝑘𝑘𝑘)

4𝜋𝜋(𝑘𝑘𝑘𝑘) �
𝑚𝑚2

(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 − 1�. 

Интегральный оператор 𝐿𝐿 имеет логарифмическую особенность в ядре. 
Операторы 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝑆𝑆𝑆𝑆получаются из оператора 𝐿𝐿в результате дифференцирования, и 
суть сингулярные операторы первого рода. Оператор 𝐴𝐴 получается из оператора 𝐿𝐿 
двойным дифференцированием и является гиперсингулярным оператором. Теперь 
опишем операторную матрицу, соответствующую второму слагаемому (6) 

 𝐵𝐵 = �𝐵𝐵11𝐵𝐵12𝐵𝐵21𝐵𝐵22
�,                                         (9) 

где 

(𝐵𝐵11𝑢𝑢)(𝜏𝜏) = ∫ 𝑢𝑢 � 1
(𝑘𝑘𝑘𝑘)

𝜕𝜕2𝑁𝑁𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− (𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑆𝑆𝑚𝑚�𝑑𝑑𝑑𝑑
1
−1 , 

(𝐵𝐵12𝑣𝑣)(𝜏𝜏) = ∫ 𝑣𝑣 𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑘𝑘𝑘𝑘)

𝜕𝜕𝑁𝑁𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑1
−1 , (𝐵𝐵21𝑢𝑢)(𝜏𝜏) = ∫ 𝑢𝑢 −𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑘𝑘𝑘𝑘)
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑1
−1 ,         (10) 

(𝐵𝐵22𝑣𝑣)(𝜏𝜏) = ∫ 𝑣𝑣 �𝑚𝑚
2(𝑘𝑘𝑘𝑘)

(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 𝑁𝑁𝑚𝑚 − (𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑁𝑁𝑚𝑚+1+𝑁𝑁𝑚𝑚−1
2

� 𝑑𝑑𝑑𝑑1
−1  . 

С учетом введенных операторов запишем систему (5) в операторной форме  

 𝑇𝑇 �𝑢𝑢𝑚𝑚𝑣𝑣𝑚𝑚� + 𝐵𝐵 �𝑢𝑢𝑚𝑚𝑣𝑣𝑚𝑚� = �𝑓𝑓𝑚𝑚𝑔𝑔𝑚𝑚� , 𝑓𝑓𝑚𝑚 = 𝑖𝑖
𝑘𝑘 �

𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝑧𝑧𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑚𝑚 = 𝑖𝑖

𝑘𝑘 �
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝜑𝜑𝑚𝑚.    (11) 

 
Пространство решений. Эквивалентность операторного уравнения 

к уравнению Фредгольма второго рода 

 Введем основные определения функциональных пространств, в которых 
будем искать решения [4,5].𝐻𝐻𝑠𝑠(𝑅𝑅) пространство обобщенных функций𝑢𝑢(𝜏𝜏), 
преобразование Фурье которых 𝑢𝑢�(𝜉𝜉) локально интегрируемо в смысле Лебега и 
удовлетворяет неравенству 

 ‖𝑢𝑢‖𝑠𝑠2 = ∫ |𝑢𝑢�(𝜉𝜉)|2(1 + |𝜉𝜉|)2𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 < +∞+∞
−∞  .       (12) 
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Выражение (12) определяет норму в пространстве 𝐻𝐻𝑠𝑠(𝑅𝑅). Пространство 
𝐻𝐻𝑠𝑠(−1,1) определяется как подпространство в𝐻𝐻𝑠𝑠(𝑅𝑅).  Оно состоит из функций 𝑢𝑢(𝜏𝜏)с 
носителем в промежутке[−1,1]. Финитные и бесконечно дифференцируемые 
функции  𝐶𝐶0∞(−1,1) являются плотными в пространстве 𝐻𝐻𝑠𝑠(−1,1) по норме (12). 
𝐻𝐻�𝑠𝑠(−1,1) −пространство обобщенных функций 𝑓𝑓, допускающих продолжение 𝑙𝑙𝑙𝑙 навсе 
𝑅𝑅,принадлежащее𝐻𝐻𝑠𝑠(𝑅𝑅). Норма в 𝐻𝐻�𝑠𝑠(−1,1)определяется формулой  

 ‖𝑓𝑓‖𝑠𝑠 = inf
𝑙𝑙
‖𝑙𝑙𝑙𝑙‖𝑠𝑠.           (13) 

По корневому закону, плотность аксиальных токов 𝑢𝑢𝑚𝑚 обращается нуль на 
концах отрезка [−1,1], а плотность азимутальных  𝑣𝑣𝑚𝑚 −в бесконечность. Функцию 
𝑢𝑢𝑚𝑚будем искать в пространстве 𝐻𝐻1

2
(−1,1), а функцию 𝑣𝑣𝑚𝑚 − в пространстве 𝐻𝐻−12

(−1,1). 

Обозначим через  Η прямую сумму𝐻𝐻1
2
(−1,1)+̇𝐻𝐻−12

(−1,1), а через Η� прямую сумму 

𝐻𝐻�−12
(−1,1)+̇𝐻𝐻�1

2
(−1,1). Операторы 𝑇𝑇 и 𝐵𝐵 действуют из пространства Η в 

пространство Η�.  

Отметим важное свойство коэффициентов матрицы оператора 𝑇𝑇:  

∆= 𝑎𝑎11 ∙ 𝑎𝑎22 − 𝑎𝑎12 ∙ 𝑎𝑎21 = 

=
1

4𝜋𝜋(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑘𝑘𝑘𝑘) ∙
(𝑘𝑘𝑘𝑘)

4𝜋𝜋(𝑘𝑘𝑘𝑘)�
𝑚𝑚2

(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 − 1� −
𝑖𝑖𝑖𝑖

4𝜋𝜋(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 ∙
(−)

𝑖𝑖𝑖𝑖
4𝜋𝜋(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 

 = 𝑚𝑚2

16𝜋𝜋2(𝑘𝑘𝑘𝑘)4 −
1

16𝜋𝜋2(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 −
𝑚𝑚2

16𝜋𝜋2(𝑘𝑘𝑘𝑘)4 = − 1
16𝜋𝜋2(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 ≠ 0.                  (14) 

При выполнении условия (14), как доказано в работе [6], справедлива. 
Теорема. Ограниченный оператор 𝑇𝑇 взаимно однозначно отображает 

пространство Η на все пространство Η�. Обратный оператор 𝑇𝑇−1 существует, 
ограничен и взаимно однозначно отображает пространствоΗ� на все пространство Η. 

Применяя к обеим частям уравнения (11) оператор 𝑇𝑇−1, получим  

 𝐼𝐼 �𝑢𝑢𝑚𝑚𝑣𝑣𝑚𝑚� + 𝑇𝑇−1𝐵𝐵 �𝑢𝑢𝑚𝑚𝑣𝑣𝑚𝑚� = 𝑇𝑇−1 �𝑓𝑓𝑚𝑚𝑔𝑔𝑚𝑚�,                                               (15) 

где 𝐼𝐼 − единичный оператор.  
Обратимся к соотношению (6). Функция  𝑁𝑁𝑚𝑚(𝜏𝜏, 𝑡𝑡) не имеет особенностей при 

совпадении аргументов, в отличие от первого слагаемого. Из свойств функции  𝑆𝑆𝑚𝑚, 
полученных в работе [3], следует, что первые частные производные функции 𝑁𝑁𝑚𝑚(𝜏𝜏, 𝑡𝑡) 
являются непрерывными, а вторые частные производные имеют логарифмическую 
особенность. На основании свойств функции 𝑁𝑁𝑚𝑚(𝜏𝜏, 𝑡𝑡) можно доказать, что оператор 
𝑇𝑇−1𝐵𝐵является вполне непрерывным, а уравнение (15) – уравнение Фредгольма 
второго рода. 
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Численный метод решения операторного уравнения 

Пусть система функций  {𝜑𝜑𝑖𝑖}1+∞ полна в пространстве 𝐻𝐻1
2
(−1,1), а система 

функций {𝜓𝜓𝑖𝑖}1+∞ полна в пространстве 𝐻𝐻−12
(−1,1). Решение операторного уравнения 

(15) будем искать по формуле в виде 

 𝑢𝑢𝑚𝑚 = ∑ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 𝜑𝜑𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑚𝑚 = ∑ 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑁𝑁

𝑗𝑗=1 𝜓𝜓𝑗𝑗.                         (16) 

Подставим (16) в (11) 

 �
∑ с𝑖𝑖(𝑎𝑎11𝐴𝐴 + 𝐵𝐵11)𝜑𝜑𝑖𝑖 + ∑ 𝑑𝑑𝑗𝑗(𝑎𝑎12𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝐵𝐵12)𝜓𝜓𝑗𝑗 = 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑁𝑁

𝑗𝑗=1
𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 ,

∑ с𝑖𝑖(𝑎𝑎21𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝐵𝐵21)𝜑𝜑𝑖𝑖 + ∑ 𝑑𝑑𝑗𝑗(𝑎𝑎22𝐿𝐿 + 𝐵𝐵22)𝜓𝜓𝑗𝑗 = 𝑔𝑔𝑚𝑚,
𝑁𝑁
𝑗𝑗=1

𝑁𝑁
𝑖𝑖=1

     (17) 

затем умножим первое уравнение (17) скалярно в 𝐿𝐿2[−1,1] на функцию 𝜑𝜑𝑘𝑘(1 ≤ 𝑘𝑘 ≤
𝑁𝑁), а второе уравнение (17) умножим на 𝜑𝜑𝑙𝑙(1 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 𝑁𝑁). В результате получим 
систему линейных алгебраических уравнений 

 �
∑ с𝑖𝑖((𝑎𝑎11𝐴𝐴 + 𝐵𝐵11)𝜑𝜑𝑖𝑖 ,𝜑𝜑𝑘𝑘) + ∑ 𝑑𝑑𝑗𝑗((𝑎𝑎12𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝐵𝐵12)𝜓𝜓𝑗𝑗 ,𝜑𝜑𝑘𝑘) = (𝑓𝑓𝑚𝑚,𝜑𝜑𝑘𝑘)𝑁𝑁

𝑗𝑗=1
𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 ,

∑ с𝑖𝑖((𝑎𝑎21𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝐵𝐵21)𝜑𝜑𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝑙𝑙) + ∑ 𝑑𝑑𝑗𝑗((𝑎𝑎22𝐿𝐿 + 𝐵𝐵22)𝜓𝜓𝑗𝑗 ,𝜓𝜓𝑙𝑙) = (𝑔𝑔𝑚𝑚,𝜓𝜓𝑙𝑙)𝑁𝑁
𝑗𝑗=1

𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 ,

   (18) 

1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁, 1 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 𝑁𝑁. 

Система (18) является линейной системой порядка 2𝑁𝑁. Обоснование 
численного метода для операторных уравнений, эквивалентных уравнению второго 
порядка, имеется в [7]. В работе [2] в качестве функций 𝜑𝜑𝑖𝑖и 𝜓𝜓𝑗𝑗 предложены кусочно-
постоянные функции. Развитый в [2] метод является универсальным, пригодным для 
любой поверхности. Для задачи дифракции на отрезке кругового цилиндра более 
эффективными являются базисные функции, учитывающие условие Мейкснера на 
ребре [3]. Они имеют вид  

 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝜏𝜏) = � 2
𝜋𝜋𝜋𝜋

sin�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜏𝜏)� ,𝑛𝑛 = 1,2,3, …, 

 𝜓𝜓1(𝜏𝜏) = 1
√𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋2

1
√1−𝜏𝜏2

 ,𝜓𝜓𝑛𝑛(𝜏𝜏) = �2𝑛𝑛
𝜋𝜋
cos�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜏𝜏)�

√1−𝜏𝜏2
, 𝑛𝑛 = 2,3,4 … .      (19) 

Матрицы интегральных иинтегро-дифференциальных операторов  𝐿𝐿, 𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝐴𝐴 
находятся аналитически, более того, они являются диагональными. Именно это 
свойство обеспечивает устойчивость численного метода. Матрицы операторов 
𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖 = 1,2; 𝑗𝑗 = 1,2) эффективно вычисляются численными методами на ЭВМ.  

Заключение 

Таким образом, в работе развит общий метод вывода системы двумерных и 
одномерных интегро-дифференциальных уравнений на незамкнутых поверхностях 
вращения. На основе логарифмической особенности ядра выведен и описан 
главный оператор задачи в пространствах Соболева. Главный оператор является 
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ограниченным, взаимно-однозначным и отображает пространство решений на все 
пространство правых частей. Как следствие, главный оператор имеет ограниченный 
обратный оператор, а операторное уравнение эквивалентно уравнению Фредгольма 
второго рода. Развит численный метод решения операторного уравнения. 
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