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Введение. Векторное уравнение электромагнитных волн 
 на идеально-проводящей поверхности 

Электродинамический анализ задач дифракции на идеально-проводящих 
поверхностях и вибраторных антеннах основан на решении интегральных уравнений 
относительно поверхностных токов.  Пусть на идеально проводящую поверхность 𝑆𝑆 

падает произвольная электромагнитная волна 𝐸𝐸0����⃗ , 𝐻𝐻0�����⃗ . В результате этого на 
поверхность 𝑆𝑆 наводятся поверхностные токи с плотностью 𝚥𝚥. Неизвестная функция 
поверхностных токов удовлетворяет векторному уравнению [1] 

 �−𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑃𝑃 ∬�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑄𝑄𝐺𝐺, 𝚥𝚥�𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘2∬𝐺𝐺𝚥𝚥𝑑𝑑𝑑𝑑,𝑛𝑛�⃗ �
𝑆𝑆

= −𝑖𝑖�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
�𝐸𝐸�⃗ 0,𝑛𝑛�⃗ �

𝑆𝑆
.                        (1) 

Здесь интегрирование проводится по поверхности 𝑆𝑆, 𝑃𝑃 – точка наблюдения,   𝑄𝑄 –

 точка излучения, 𝐺𝐺 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

  – функция Грина, 𝑅𝑅 = �(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦′)2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)2 

– расстояние между точкой излучения и точкой наблюдения на поверхности 𝑆𝑆, 𝜀𝜀 −  
диэлектрическая проницаемость, 𝜇𝜇 −магнитная проницаемость, 𝑘𝑘 −волновое число. 

 Система двумерных интегро-дифферениальных уравнений 

На поверхности 𝑆𝑆 введем криволинейные ортогональные координаты. Связь с 
декартовыми координатами  в точке наблюдения 𝑆𝑆 описывается равенствами 𝑥𝑥 =
𝑥𝑥(𝑣𝑣, 𝜏𝜏, 𝑞𝑞0), 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑣𝑣, 𝜏𝜏, 𝑞𝑞0), 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑣𝑣, 𝜏𝜏, 𝑞𝑞0), а в точке излучения 𝑄𝑄 соотношениями 𝑥𝑥′ =
𝑥𝑥′(𝑢𝑢, 𝑡𝑡, 𝑞𝑞0), 𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦′(𝑢𝑢, 𝑡𝑡, 𝑞𝑞0), 𝑧𝑧′ = 𝑧𝑧′(𝑢𝑢, 𝑡𝑡, 𝑞𝑞0). Тогда векторное уравнение (1) относительно 
векторной функции 𝚥𝚥(𝑗𝑗𝑢𝑢, 𝑗𝑗𝑡𝑡) сведется к системе интегро-дифференциальных 
уравнений [2] 

 

⎩
⎨

⎧∬[𝐾𝐾𝑢𝑢𝑣𝑣(𝑣𝑣,𝑢𝑢, 𝜏𝜏, 𝑡𝑡)𝑗𝑗𝑢𝑢(𝑢𝑢, 𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝑡𝑡𝑣𝑣(𝑣𝑣,𝑢𝑢, 𝜏𝜏, 𝑡𝑡)𝑗𝑗𝑡𝑡(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑖𝑖�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝑣𝑣0(𝑣𝑣, 𝜏𝜏) ,

∬[𝐾𝐾𝑢𝑢𝜏𝜏(𝑣𝑣,𝑢𝑢, 𝜏𝜏, 𝑡𝑡)𝑗𝑗𝑢𝑢(𝑢𝑢, 𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝑡𝑡𝜏𝜏(𝑣𝑣,𝑢𝑢, 𝜏𝜏, 𝑡𝑡)𝑗𝑗𝑡𝑡(𝑢𝑢, 𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑖𝑖�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝑣𝑣0(𝑣𝑣, 𝜏𝜏),

                 (2) 

где 

𝐾𝐾𝑢𝑢𝑣𝑣 =
𝐻𝐻𝑡𝑡
𝐻𝐻𝑣𝑣

𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑘𝑘2𝐺𝐺𝑒𝑒𝑢𝑢 ∙ 𝑒𝑒𝑣𝑣𝐻𝐻𝑢𝑢𝐻𝐻𝑡𝑡 ,𝐾𝐾𝑡𝑡𝑣𝑣 =
𝐻𝐻𝑢𝑢
𝐻𝐻𝑣𝑣

𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑘𝑘2𝐺𝐺𝑒𝑒𝑡𝑡 ∙ 𝑒𝑒𝑣𝑣𝐻𝐻𝑢𝑢𝐻𝐻𝑡𝑡 , 

𝐾𝐾𝑢𝑢𝜏𝜏 =
𝐻𝐻𝑡𝑡
𝐻𝐻𝜏𝜏

𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑘𝑘2𝐺𝐺𝑒𝑒𝑢𝑢 ∙ 𝑒𝑒𝜏𝜏𝐻𝐻𝑢𝑢𝐻𝐻𝑡𝑡 ,𝐾𝐾𝑡𝑡𝜏𝜏 =
𝐻𝐻𝑢𝑢
𝐻𝐻𝜏𝜏

𝜕𝜕2𝐺𝐺
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑘𝑘2𝐺𝐺𝑒𝑒𝑡𝑡 ∙ 𝑒𝑒𝜏𝜏𝐻𝐻𝑢𝑢𝐻𝐻𝑡𝑡 , 

 𝐻𝐻𝑡𝑡 ,𝐻𝐻𝜏𝜏,𝐻𝐻𝑢𝑢, 𝐻𝐻𝑣𝑣 −коэффициенты Ламе, 𝑒𝑒𝑡𝑡 , 𝑒𝑒𝜏𝜏, 𝑒𝑒𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑣𝑣 −орты координатных линий. 

Интегральные уравнения на цилиндрической поверхности 

Систему уравнений (2) применим к задаче дифракции на цилиндрической 

поверхности. Ось 𝑧𝑧 параллельна образующей цилиндрической поверхности 𝑆𝑆. 
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Контур Г, образованный пересечением поверхности 𝑆𝑆 с плоскостью  𝑧𝑧 = 0, задается 

уравнениями 𝑥𝑥 = 𝜉𝜉(𝜏𝜏),𝑦𝑦 = 𝜂𝜂(𝜏𝜏),−1 ≤ 𝜏𝜏 ≤ 1. Рассмотрим случай, когда первичное поле 

не зависит от координаты 𝑧𝑧. Как следствие, поверхностные токи также не зависят от 

𝑧𝑧 и система (2) распадается на два независимых уравнения. Далее, двумерные ядра 

можно свести к одномерным. Для этого воспользуемся тождеством 

�
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)

4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑧𝑧′ =

1

−1
�

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�−𝑖𝑖𝑖𝑖�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦′)2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)2�
4𝜋𝜋𝜋𝜋�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦′)2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)2

𝑑𝑑𝑧𝑧′ =
1

−1
 

=∫
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�−𝑖𝑖𝑖𝑖�(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)2+(𝑦𝑦−𝑦𝑦′)2+𝑡𝑡2�

4𝜋𝜋𝜋𝜋�(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)2+(𝑦𝑦−𝑦𝑦′)2+𝑡𝑡2
𝑑𝑑𝑑𝑑 =1

−1 − 𝑖𝑖
4𝑘𝑘
𝐻𝐻0

(2)�𝑘𝑘�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦′)2� = − 𝑖𝑖
4𝑘𝑘
𝐻𝐻0

(2)(𝑘𝑘𝑘𝑘),   (3) 

где  𝐻𝐻0
(2)(𝑥𝑥) − функция Ханкеля второго рода и нулевого полрядка.   
Для задачи дифракции 𝐸𝐸 −поляризованных волн, когда первичное поле и токи 

параллельны оси  𝑧𝑧, из (2) получим интегральное уравнение 

  𝑘𝑘 ∫ 𝐻𝐻0
(2)(𝑘𝑘𝑘𝑘)�𝜉𝜉′2(𝜏𝜏) + 𝜂𝜂′2(𝜏𝜏)𝑗𝑗𝑧𝑧(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 =1

−1 4�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝑧𝑧0(𝜏𝜏).                          (4) 

В этом уравнении сделаем замену 𝑘𝑘�𝜉𝜉′2(𝜏𝜏) + 𝜂𝜂′2(𝜏𝜏)𝑗𝑗𝑧𝑧(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑢𝑢(𝑡𝑡). Функция Ханкеля 

является линейной комбинацией функций Бесселя и Неймана: 𝐻𝐻0
(2) = 𝐽𝐽0 − 𝑖𝑖𝑁𝑁0 , а 

функция 𝑁𝑁0 имеет логарифмическую особенность, точнее функция 𝑁𝑁0(|𝑥𝑥|) − 2
𝜋𝜋
𝑙𝑙𝑙𝑙|𝑥𝑥|  

непрерывно дифференцируема. Выделяя логарифмическую особенность из (4), 
получим уравнение 

2𝑖𝑖(𝐿𝐿𝐿𝐿)(𝜏𝜏) + (𝑀𝑀𝑀𝑀)(𝜏𝜏) = 4�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
𝐸𝐸𝑧𝑧0(𝜏𝜏),                                            (5) 

где (𝐿𝐿𝐿𝐿)(𝜏𝜏) = 1
𝜋𝜋 ∫ 𝑢𝑢(𝑡𝑡)𝑙𝑙𝑙𝑙 1

|𝜏𝜏−𝑡𝑡|
𝑑𝑑𝑑𝑑 1

−1 , (𝑀𝑀𝑀𝑀)(𝜏𝜏) = ∫ �𝐻𝐻0
(2)(𝑘𝑘𝑘𝑘) − 2𝑖𝑖

𝜋𝜋
𝑙𝑙𝑙𝑙 1

|𝜏𝜏−𝑡𝑡|
� 𝑢𝑢(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 1

−1 . 

Решение уравнения будем искать в пространстве Соболева [3] 𝐻𝐻−12
(−1,1), а 

правая часть принадлежит пространству 𝐻𝐻�1
2
(−1,1) . Имеет место теорема [3].  

Теорема 1. Оператор 𝐿𝐿 непрерывно и взаимно однозначно отображает 
пространство 𝐻𝐻−12

(−1,1) на все пространство 𝐻𝐻�1
2
(−1,1), обратный оператор 𝐿𝐿−1 также 

непрерывен и задается формулой 

(𝐿𝐿−1𝑔𝑔)(𝜏𝜏) = 1
𝜋𝜋

1
√1−𝜏𝜏2

∫ √1−𝑡𝑡2𝑔𝑔′(𝑡𝑡)
𝜏𝜏−𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 1
𝜋𝜋𝑙𝑙𝑙𝑙2

1
√1−𝜏𝜏2

∫ 𝑔𝑔(𝑡𝑡)
√1−𝑡𝑡2

𝑑𝑑𝑑𝑑 1
−1

1
−1 .                  (6) 
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Оператор  𝐿𝐿−1𝑀𝑀 вполне непрерывен, а уравнение (5) эквивалентно уравнению 
Фредгольма второго рода. Уравнение (5) эффективно решается методом Галеркина 
с использованием функций 

 𝜓𝜓1(𝜏𝜏) = 1
√𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋2

1
√1−𝜏𝜏2

 , 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝜏𝜏) = �2𝑛𝑛
𝜋𝜋
cos�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜏𝜏)�

√1−𝜏𝜏2
, 𝑛𝑛 = 2,3,4 …             (7) 

Матрица оператора 𝐿𝐿 в данном базисе является единичной. 
А теперь рассмотрим задачу 𝐻𝐻 − поляризации, когда поверхностные токи 

перпендикулярны образующей, оси 𝑧𝑧  и направлены по касательной к контуру Г. 
Плотность токов удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению 

∫ 𝜕𝜕2𝐻𝐻0
(2)(𝑘𝑘𝑘𝑘)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡

𝑗𝑗𝑡𝑡(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 − ∫ 𝐻𝐻0
(2)(𝑘𝑘𝑘𝑘) �𝑘𝑘2�𝜉𝜉′(𝜏𝜏)𝜉𝜉′(𝑡𝑡) + 𝜂𝜂′(𝜏𝜏)𝜂𝜂′(𝑡𝑡)�� 𝑗𝑗𝑡𝑡(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 =1

−1
1
−1                                             

= −4 𝑘𝑘�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
�𝜉𝜉′2(𝜏𝜏) + 𝜂𝜂′2(𝜏𝜏)𝐸𝐸𝑧𝑧0(𝜏𝜏).                                     (8) 

Выделяя логарифмическую особенность из (8), получим уравнение 

2𝑖𝑖(𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)(𝜏𝜏) + (𝐵𝐵𝑗𝑗𝑡𝑡)(𝜏𝜏) = −4 𝑘𝑘�
𝜀𝜀
𝜇𝜇
�𝜉𝜉′2(𝜏𝜏) + 𝜂𝜂′2(𝜏𝜏)𝐸𝐸𝑧𝑧0(𝜏𝜏),           (9) 

где 

(𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)(𝜏𝜏) =
1
𝜋𝜋
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝑗𝑗𝑡𝑡(𝑡𝑡)

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑙𝑙𝑙𝑙

1
|𝜏𝜏 − 𝑡𝑡|

𝑑𝑑𝑑𝑑
1

−1
, 

(𝐵𝐵𝑗𝑗𝑡𝑡)(𝜏𝜏) = �
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡 �
𝐻𝐻0

(2)(𝑘𝑘𝑘𝑘) −
2𝑖𝑖
𝜋𝜋
𝑙𝑙𝑙𝑙

1
|𝜏𝜏 − 𝑡𝑡|�

𝑗𝑗𝑡𝑡(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 
1

−1
– 

 −∫ 𝐻𝐻0
(2)(𝑘𝑘𝑘𝑘) �𝑘𝑘2�𝜉𝜉′(𝜏𝜏)𝜉𝜉′(𝑡𝑡) + 𝜂𝜂′(𝜏𝜏)𝜂𝜂′(𝑡𝑡)�� 𝑗𝑗𝑡𝑡(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 

1
−1 .                          (10) 

Теорема 2. Оператор 𝐴𝐴 непрерывно и взаимно однозначно отображает 
пространство 𝐻𝐻1

2
(−1,1) на все пространство 𝐻𝐻�−12

(−1,1), обратный оператор 𝐴𝐴−1 также 

непрерывен и задается выражением 

(𝐴𝐴−1𝑓𝑓)(𝜏𝜏) = 1
𝜋𝜋 ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑙𝑙𝑙𝑙 � 𝜏𝜏−𝑡𝑡

1−𝜏𝜏𝜏𝜏+√1−𝜏𝜏2√1−𝑡𝑡2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑 1

−1 .                       (11) 

Оператор  𝐴𝐴−1𝐵𝐵 вполне непрерывен, а уравнение (9) эквивалентно уравнению 
Фредгольма второго рода. Уравнение (9) эффективно решается методом Галеркина 
с использованием функций 

𝜑𝜑𝑛𝑛(𝜏𝜏) = � 2
𝜋𝜋𝜋𝜋

sin�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜏𝜏)�, 𝑛𝑛 = 1,2,3, … .         (12) 

Матрица оператора 𝐴𝐴 в данном базисе является единичной. 

Заключение 

Таким образом, в работе развит общий метод вывода системы двумерных и 
одномерных интегро-дифференциальных уравнений на незамкнутой 
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цилиндрической поверхности. На основе логарифмической особенности ядра 
выведен и описан главный оператор задачи в пространствах Соболева. Главный 
оператор является ограниченным, взаимно-однозначным и отображает 
пространство решений на все пространство правых частей. Как следствие, главный 
оператор имеет ограниченный обратный оператор, а операторное уравнение 
эквивалентно уравнению Фредгольма второго рода. Развит численный метод 
решения операторного уравнения. 
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