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Введение 

Псевдослучайные последовательности имеют множество характеристик, таких 
как автокрреляция, сбалансированность, сложность и другие. Сложность 
последовательности определяет её непредсказуемость, что важно для некоторых 
приложений.  Бинарные последовательности относятся к наиболее часто изучаемым 
и применяемым. В [1] показано, что важной характеристикой непредсказуемости 
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бинарной последовательности является её 2-адическая сложность, которая 
определяется как наименьшая длина регистра сдвига с обратной связью с 
переносом. Согласно [1], 2-адическую сложность последовательности 𝑠𝑠∞ =
(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, … ) можно найти по следующей формуле: 

Φ(𝑠𝑠∞) = �log2 �
2𝑁𝑁−1

НОД(𝑆𝑆(2),2𝑁𝑁−1) + 1��,         (1) 

где 𝑆𝑆(𝑥𝑥) = ∑𝑁𝑁−1
𝑖𝑖=0 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℤ[𝑥𝑥] – образующий многочлен последовательности, а ⌊𝑥𝑥⌋ – 

целая часть числа 𝑥𝑥. Таким образом, задача исследования 2-адической сложности 
сводится к анализу НОД(𝑆𝑆(2), 2𝑁𝑁 − 1). В общем случае это достаточно сложная 
задача. В [2] предложен метод вычисления данного НОД с применением 
циклического определителя, составленного из значений дискретного 
преобразования Фурье последовательности. Далее, метод анализа 2-адической 
сложности с использованием периодической автокорреляционной функции 
представлен в [3], также в [3] показано, что 2-адическая сложность бинарных 
последовательностей с идеальной периодической автокорреляцией достигает 
максимально возможного значения. Совсем недавно, в [4] предложен метод анализа 
2-адической сложности на основе обобщенных гауссовых периодов. В этой работе 
будем использовать модификацию этого метода. Покажем, что обобщенные 
циклотомические последовательности Холла с периодом 𝑝𝑝𝑛𝑛 при  𝑝𝑝 = 𝐴𝐴2 + 3𝐵𝐵2, 𝐴𝐴 ≡
1(mod 3), 𝐵𝐵 ≡ 0(mod 3) и нечетном значении (𝑝𝑝 − 1)/6 обладают большой 2-
адической сложностью. В частном случае, для 𝐵𝐵 = 3 это показано в [3]. Метод, 
применяемый здесь, отличается от подхода, используемого в [3]. 

 Далее, в [5] было показано, что для оценки непредсказуемости бинарных 
последовательностей предпочтительнее использовать смметричную 2-адическую 
сложность Φ�(𝑠𝑠∞), которая определяется как Φ�(𝑠𝑠∞) = min(Φ(𝑠𝑠∞),Φ(𝑠̃𝑠∞)), где 𝑠̃𝑠∞ =
(𝑠𝑠𝑁𝑁−1, 𝑠𝑠𝑁𝑁−2, … , 𝑠𝑠0) – последовательность, обратная к 𝑠𝑠∞. Поэтому в этой статье 
исследуем также симметричную 2-адическую сложность обобщенной 
последовательности Холла. Ранее, 2-адическая сложность и симметричная 2-
адическая сложность циклотомических последовательностей простого периода  и 
кратного ему изучалась в [6-9]; сложность  обобщенных бинарных циклотомических 
последовательностей с периодом 𝑝𝑝𝑛𝑛,𝑛𝑛 > 1 , сформированных на классах второго 
порядка, исследовалась в [10],  шестого в [11], при другом определении 
последовательностей. 

Определение последовательностей 

Пусть 𝑝𝑝 – простое число, такое что 𝑝𝑝 ≡ 7(mod 12) , и 𝑛𝑛 ≥ 1 – целое число. 
Обозначим через  𝑔𝑔 примитивный корень по модулю 𝑝𝑝𝑛𝑛. Хорошо известно, что он 
всегда существет и его порядок по модулю 𝑝𝑝𝑛𝑛 равен значению функции Эйлера, то 
есть порядок 𝑔𝑔 равен 𝑝𝑝𝑛𝑛−1(𝑝𝑝 − 1). 
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Для каждой степени простого числа 𝑝𝑝𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘 = 1, 2, … ,𝑛𝑛 определим Динга-
Хеллесета обобщенные циклотомические классы шестого порядка по этому модулю:  

𝐷𝐷𝑗𝑗
(𝑝𝑝𝑘𝑘) = �𝑔𝑔𝑗𝑗+6𝑡𝑡(mod𝑝𝑝𝑘𝑘) | 0 ≤ 𝑡𝑡 < 𝑝𝑝𝑘𝑘−1(𝑝𝑝 − 1)/6�, 𝑗𝑗 = 0,1, … ,5. 

Обозначим через ℤ𝑝𝑝𝑘𝑘 кольцо классов вычетов по модулю 𝑝𝑝𝑘𝑘, а через ℤ𝑝𝑝𝑘𝑘
∗  

группу его обратимых элементов. Тогда справедливы разбиения: 

ℤ𝑝𝑝𝑘𝑘
∗ = ⋃5

𝑗𝑗=0 𝐷𝐷𝑗𝑗
(𝑝𝑝𝑘𝑘) и ℤ𝑝𝑝𝑛𝑛 = ⋃𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 ⋃5
𝑗𝑗=0 𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑘𝑘𝐷𝐷𝑗𝑗

(𝑝𝑝𝑘𝑘) ∪ {0}. 

Пусть 𝐶𝐶0 = ⋃𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑘𝑘 �𝐷𝐷0

(𝑝𝑝𝑘𝑘) ∪ 𝐷𝐷1
(𝑝𝑝𝑘𝑘) ∪ 𝐷𝐷3

(𝑝𝑝𝑘𝑘)� and 𝐶𝐶1 = ⋃𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑘𝑘 �𝐷𝐷2

(𝑝𝑝𝑘𝑘) ∪ 𝐷𝐷4
(𝑝𝑝𝑘𝑘) ∪ 𝐷𝐷5

(𝑝𝑝𝑘𝑘)� ∪ {0}. 

Обобщенная последовательность Холла 𝑠𝑠∞ = (𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, … )  с периодом 𝑝𝑝𝑛𝑛 
определяется следующим образом:   

 𝑠𝑠𝑖𝑖 = �0,   if 𝑖𝑖(mod 𝑝𝑝𝑛𝑛) ∈ 𝐶𝐶0,
1,   if 𝑖𝑖(mod 𝑝𝑝𝑛𝑛) ∈ 𝐶𝐶1.

 (2) 

Когда 𝑛𝑛 = 1, последовательность 𝑠𝑠∞ является последовательностью 
шестеричных вычетов Холла. Её линейная сложность исследована в [12]. Хорошо 
известно, что, если период последовательности Холла равен 𝑝𝑝 = 𝐴𝐴2 + 27, 𝐴𝐴 ≡
1(mod 3), то она обладает идеальной автокорреляцией. Следовательно, как 
отмечено во введении, её 2-адическая сложность достигает максимально 
возможного значения и равна периоду последовательности. Здесь исследуем её 2-
адическую сложность для 𝐵𝐵 ≡ 0(mod 3), в том числе,  для 𝑛𝑛 > 1. С этой целью в 
следующем разделе рассмотрим свойства обобщенных гауссовых периодов. 

Обобщенные гауссовы периоды 

Обобзначим через 𝐻𝐻𝑖𝑖 циклотомические классы третьего порядка по модулю 𝑝𝑝, 
тогда   𝐻𝐻𝑖𝑖 = 𝐷𝐷𝑖𝑖

(𝑝𝑝) ∪ 𝐷𝐷𝑖𝑖+3
(𝑝𝑝) , 𝑖𝑖 = 0,1,2.  

Пусть 𝜂𝜂𝑗𝑗(𝑎𝑎) = ∑𝑖𝑖∈𝐻𝐻𝑗𝑗 𝑎𝑎
𝑖𝑖 , 𝑗𝑗 = 0,1,2 и 𝜁𝜁𝑗𝑗(𝑎𝑎) = ∑

𝑖𝑖∈𝐷𝐷𝑗𝑗
(𝑝𝑝) 𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑗𝑗 = 0,1, … ,5. Когда 𝑎𝑎 – 

комплексный или алгебраический корень 𝑝𝑝 − ой степени из единицы, то эти суммы 
называются гауссовыми периодами третьего и шестого порядков, соответственно.  
Суммы по циклотомическим классам четвертого порядка с 𝑎𝑎 = 2 использовались  в 
[4] для исследования 2-адической сложности последовательностей Динга-
Хеллесета-Мартинсена. Авторы назвали их обобщенными гауссовыми периодами. 
Здесь для изучения свойств обобщенных гаусовых периодов потребуются 
циклотомические числа (𝑘𝑘,𝑓𝑓)3 третьего порядка и (𝑢𝑢, 𝑗𝑗)6  шестого порядка. По 
определению, (𝑘𝑘, 𝑓𝑓)3 = |(𝐻𝐻𝑘𝑘 + 1) ∩ 𝐻𝐻𝑓𝑓| и (𝑢𝑢, 𝑗𝑗)3 = |(𝐷𝐷𝑢𝑢

(𝑝𝑝) + 1) ∩ 𝐷𝐷𝑗𝑗
(𝑝𝑝)|,   𝑘𝑘,𝑓𝑓,𝑢𝑢, 𝑗𝑗 ∈ ℤ. 

Следующие свойства обобщенных гауссовых периодов обсуждались в ряде 
статей, в частности, в [11]. Имеют место следующее утверждения. 
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Лемма 1. Пусть 𝑎𝑎 = 2𝑝𝑝𝑚𝑚. Тогда: 

1. 𝜂𝜂𝑙𝑙(𝑎𝑎) ⋅ 𝜂𝜂𝑙𝑙+𝑘𝑘(𝑎𝑎) ≡ ∑3
𝑓𝑓=0 (𝑘𝑘,𝑓𝑓)3𝜂𝜂𝑓𝑓+𝑙𝑙(𝑎𝑎) + 𝛿𝛿1(mod 𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1), где 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 = 0, 1, 2 и  

𝛿𝛿1 = �(𝑝𝑝 − 1)/3, если 𝑘𝑘 = 0,
0,                 иначе.  

2.  𝜁𝜁𝑢𝑢(𝑎𝑎) ⋅ 𝜁𝜁𝑢𝑢+𝑣𝑣(𝑎𝑎) ≡ ∑6
𝑗𝑗=0 (𝑢𝑢, 𝑗𝑗)6𝜁𝜁𝑗𝑗+𝑢𝑢(𝑎𝑎) + 𝛿𝛿2(mod 𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1), где 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = 0, 1, … , 5 и 

𝛿𝛿2 = �
𝑝𝑝 − 1

6
, если 𝑝𝑝 ≡ 1(mod12),𝑘𝑘 = 0 или 𝑝𝑝 ≡ 7(mod12),𝑘𝑘 = 3,

0,             иначе.                                                                                      
 

Воспользовавшись леммой 1 и соотношением 𝜂𝜂𝑙𝑙(𝑎𝑎) =  𝜁𝜁𝑙𝑙(𝑎𝑎) + 𝜁𝜁𝑙𝑙+3(𝑎𝑎), 𝑙𝑙 = 0, 1, 2, 
получаем, что 

 𝜁𝜁1(𝑎𝑎) ⋅ 𝜁𝜁4(𝑎𝑎)  ≡ (2,0)6𝜂𝜂0(𝑎𝑎) + (0,0)6𝜂𝜂1(𝑎𝑎) + (1,0)6𝜂𝜂2(𝑎𝑎) + 𝑝𝑝−1
6

(mod 𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1).   (3) 

 Известны следующие формулы для циклотомических чисел третьего порядка 
[13]: 

(0,0)3 = (𝑝𝑝 − 8 + 𝐿𝐿)/9, (0,1)3 = (2,2)3 = (2𝑝𝑝 − 4 − 𝐿𝐿 − 9𝑀𝑀)/18, 

(0,2)3 = (1,1)3 = (2𝑝𝑝 − 4 − 𝐿𝐿 + 9𝑀𝑀)/18, (1,2)3 = (𝑝𝑝 + 1 + 𝐿𝐿)/9, 

где  𝑀𝑀, 𝐿𝐿 ∶  4𝑝𝑝 = 𝐿𝐿2 + 27𝑀𝑀2, 𝐿𝐿 ≡ 1(mod 3), знак определяется   𝑀𝑀  выбором 𝑔𝑔. 

Лемма 2. Пусть 𝑎𝑎 = 2𝑝𝑝𝑚𝑚. Тогда разности обобщенных гауссовых периодов 
𝜂𝜂0(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂1(𝑎𝑎), 𝜂𝜂1(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂2(𝑎𝑎) и  𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂0(𝑎𝑎) удовлетворяют сравнению:  

 𝑋𝑋3 − 𝑝𝑝𝑋𝑋 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≡ 0(mod (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)). 

 Для доказательства леммы 2 воспользуемся теоремой Виета. Ясно, что 
сумма 𝜂𝜂0(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂1(𝑎𝑎), 𝜂𝜂1(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂2(𝑎𝑎) и 𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂0(𝑎𝑎) равна нулю. Далее, пусть 𝐸𝐸 =
(𝜂𝜂0(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂1(𝑎𝑎))(𝜂𝜂1(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂2(𝑎𝑎)) + (𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂0(𝑎𝑎))(𝜂𝜂0(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂1(𝑎𝑎)) + (𝜂𝜂1(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂2(𝑎𝑎))(𝜂𝜂2(𝑎𝑎) −

𝜂𝜂0(𝑎𝑎) = 𝜂𝜂0(𝑎𝑎)𝜂𝜂1(𝑎𝑎) + 𝜂𝜂1(𝑎𝑎)𝜂𝜂2(𝑎𝑎) + 𝜂𝜂0(𝑎𝑎)𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂02(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂12(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂2
(𝑎𝑎)2. Согласно [9], 

𝜂𝜂0(𝑎𝑎)𝜂𝜂1(𝑎𝑎) + 𝜂𝜂1(𝑎𝑎)𝜂𝜂2(𝑎𝑎) + 𝜂𝜂0(𝑎𝑎)𝜂𝜂2(𝑎𝑎) ≡ −(𝑝𝑝 − 1)/3(mod (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)), значит  
𝜂𝜂02(𝑎𝑎) + 𝜂𝜂12 + 𝜂𝜂22 = (2𝑝𝑝 + 1)/3 (mod (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)). Тогда 𝐸𝐸 = −𝑝𝑝. 

 Наконец, если 𝐹𝐹 = (𝜂𝜂0(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂1(𝑎𝑎))(𝜂𝜂1(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂2(𝑎𝑎))  (𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂0(𝑎𝑎)), то, применяя 
лемму 1 и упомянутые выше формулы для циклотомических чисел третьего порядка, 
получаем, что 

𝐹𝐹=((0,1)3 − (0,2)3)( 𝜂𝜂0(𝑎𝑎)𝜂𝜂1(𝑎𝑎) + 𝜂𝜂1(𝑎𝑎)𝜂𝜂2(𝑎𝑎) +  𝜂𝜂0(𝑎𝑎)𝜂𝜂2(𝑎𝑎) −𝜂𝜂02(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂12 − 𝜂𝜂22) = 𝑀𝑀𝑀𝑀, 
что завершает доказательство леммы 2. 

 Лемма 3. Пусть 𝑈𝑈(𝑎𝑎) = 𝜁𝜁0(𝑎𝑎) + 𝜁𝜁1(𝑎𝑎) + 𝜁𝜁3(𝑎𝑎) и 𝑈𝑈�(𝑎𝑎) = 𝜁𝜁0(𝑎𝑎) + 𝜁𝜁4(𝑎𝑎) + 𝜁𝜁3(𝑎𝑎). 
Тогда  

𝑈𝑈(𝑎𝑎)𝑈𝑈�(𝑎𝑎) ≡ (𝐵𝐵 − 3)(𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂0(𝑎𝑎))/6 + (𝑝𝑝 + 1)/4 (mod (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)).      (4) 

 Доказательство. Так как 𝜁𝜁0(𝑎𝑎) + 𝜁𝜁3(𝑎𝑎) = 𝜂𝜂0(𝑎𝑎), то 𝑈𝑈(𝑎𝑎)𝑈𝑈�(𝑎𝑎) =  𝜂𝜂02(𝑎𝑎) +
𝜂𝜂0(𝑎𝑎)𝜂𝜂1(𝑎𝑎) + 𝜁𝜁1(𝑎𝑎)𝜁𝜁4(𝑎𝑎). Далее, для  𝑝𝑝 ≡ 1(mod 6) справедливо разложение 𝑝𝑝 = 𝐴𝐴2 +
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3𝐵𝐵2, 𝐴𝐴 ≡ 1(mod 3), которое определяет формулы для вычисления циклотомических 
чисел шестого порядка [13]. В частности, для 𝑝𝑝 ≡ 7(mod 12) и 𝐵𝐵 ≡ 0(mod 3) имеем, 
что (0,0)6 = (𝑝𝑝 − 11 − 8𝐴𝐴)/36, (1,0)6 = (𝑝𝑝 − 5 + 4𝐴𝐴 + 6𝐵𝐵)/36, (2,0)6 = (𝑝𝑝 − 5 + 4𝐴𝐴 −
6𝐵𝐵)/36. Кроме этого, известно, что 𝐿𝐿 = −2𝐴𝐴, −3𝑀𝑀 = 2𝐵𝐵 [13]. Применяя лемму 1 и 
данные формулы, получаем, что 𝑈𝑈(𝑎𝑎)𝑈𝑈�(𝑎𝑎) ≡ (𝐵𝐵 − 3)(𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂0(𝑎𝑎))/6 + (𝑝𝑝 +
1)/4 (mod (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)), что и доказывает лемму 3. 

Симметричная 2-адическая сложность последовательностей 

В этом разделе завершим исследование 2-адической сложности 
последовательности. Прежде всего, рассмотрим порождающий многочлен 𝑆̃𝑆(𝑥𝑥), 
последовательности, обратной к 𝑠𝑠∞. Согласно определению этой 

последовательности, имеем: 𝑆̃𝑆(𝑥𝑥) = ∑𝑝𝑝𝑛𝑛−1
𝑖𝑖=0 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑛𝑛−1−𝑖𝑖   𝑥𝑥𝑖𝑖 и 2𝑆̃𝑆(2) = ∑𝑝𝑝𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 𝑠𝑠𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑖𝑖2
𝑖𝑖. Тогда 

2𝑆̃𝑆(2) = ∑𝑝𝑝𝑛𝑛−1
𝑖𝑖=0 𝑠𝑠−𝑖𝑖2𝑖𝑖 − 𝑠𝑠0 + 𝑠𝑠02𝑝𝑝𝑛𝑛 и 2𝑆̃𝑆(2) ≡ ∑𝑝𝑝𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=0 𝑠𝑠−𝑖𝑖2𝑖𝑖(mod 2𝑝𝑝𝑛𝑛 − 1). По условию, 𝑝𝑝 ≡

7(mod12), значит  −1 ∈ 𝐷𝐷3
(𝑝𝑝𝑛𝑛) , следовательно,−𝑖𝑖 ∈ 𝑝𝑝𝑚𝑚𝐷𝐷(𝑗𝑗+3)mod2

(𝑝𝑝𝑛𝑛)  , когда 𝑖𝑖 ∈ 𝑝𝑝𝑚𝑚𝐷𝐷𝑗𝑗
(𝑝𝑝𝑛𝑛). 

Таким образом, 

 2𝑆̃𝑆(2) = ∑𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0   ∑

𝑖𝑖∈𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑘𝑘(𝐷𝐷0
�𝑝𝑝𝑘𝑘�∪𝐷𝐷4

�𝑝𝑝𝑘𝑘�∪𝐷𝐷3
�𝑝𝑝𝑘𝑘�)

  2𝑖𝑖 . 

Следующая лемма может быть доказана тем же самым способом, что и лемма 
5 из [11]. 

Лемма 4. Пусть последовательность 𝒔𝒔∞ определена по  (2) и 𝑺𝑺(𝒙𝒙) = ∑𝒑𝒑𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒊𝒊=𝟎𝟎 𝒔𝒔𝒊𝒊𝒙𝒙𝒊𝒊 

её многочлен. Тогда  

1. 𝑺𝑺(𝟐𝟐) ≡ 𝒑𝒑𝒏𝒏−𝒎𝒎−𝟏𝟏𝑼𝑼�𝟐𝟐𝒑𝒑𝒎𝒎� + (𝒑𝒑𝒏𝒏−𝒎𝒎−𝟏𝟏 − 𝟏𝟏)/𝟐𝟐 �𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 𝟐𝟐𝒑𝒑
𝒎𝒎+𝟏𝟏

−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒑𝒑𝒎𝒎−𝟏𝟏

�,  

2. 𝟐𝟐𝑺𝑺�(𝟐𝟐) ≡ 𝒑𝒑𝒏𝒏−𝒎𝒎−𝟏𝟏𝑼𝑼�(𝟐𝟐𝒑𝒑𝒎𝒎) + (𝒑𝒑𝒏𝒏−𝒎𝒎−𝟏𝟏 − 𝟏𝟏)/𝟐𝟐 �𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 𝟐𝟐𝒑𝒑
𝒎𝒎+𝟏𝟏

−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒑𝒑𝒎𝒎−𝟏𝟏

�. 

для 𝒎𝒎 = 𝟎𝟎,𝟏𝟏, … ,𝒏𝒏 − 𝟏𝟏.   
 Теорема 1. Если последовательность 𝑠𝑠∞ определена по формуле (2) при 𝑝𝑝 ≡

7(mod 12), 𝐵𝐵 ≡ 0(mod 3), то  Ф�(𝑠𝑠∞) ≥  𝑝𝑝𝑛𝑛 − 𝑝𝑝𝑛𝑛−1 − 3 log2 𝑝𝑝. 
 Доказательство. Согласно лемме 4 видим, что 𝑆𝑆(2) ≡

𝑈𝑈�2𝑝𝑝𝑛𝑛−1� �mod 2𝑝𝑝
𝑛𝑛
−1

2𝑝𝑝𝑛𝑛−1−1
� и 2𝑆̃𝑆(2) ≡ 𝑈𝑈�(2𝑝𝑝𝑛𝑛−1) �mod 2𝑝𝑝

𝑛𝑛
−1

2𝑝𝑝𝑛𝑛−1−1
�. Пусть 𝑎𝑎 = 2𝑝𝑝𝑛𝑛−1. В силу 

соотношения (4) получаем, что  

𝑆𝑆(2)𝑆̃𝑆(2) ≡ (𝐵𝐵 − 3)(𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂0(𝑎𝑎))/6 + (𝑝𝑝 + 1)/4 (mod (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)).     (5) 

 Рассмотрим два случая. 
1) Пусть 𝐵𝐵 = 3. Тогда, согласно сравнению (5), имеем, что 𝑆𝑆(2)𝑆̃𝑆(2) ≡ ((𝑝𝑝 +

1)/4 (mod (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)).  Следовательно, любое натуральное число 𝑑𝑑 ≠ 1, что 
делит НОД(𝑆𝑆(2), (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)) или НОД�𝑆̃𝑆(2), (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)� должно делить  
также (𝑝𝑝 + 1)/4, что невозможно, так как по малой теореме Ферма 𝑑𝑑 − 1 делится на 
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𝑝𝑝𝑛𝑛. Таким образом, НОД(𝑆𝑆(2), (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)) = НОД�𝑆̃𝑆(2), (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)� = 1. Это 

означает, что НОД�𝑆𝑆(2), 2𝑝𝑝𝑛𝑛 − 1� ≤ 2𝑝𝑝𝑛𝑛−1 − 1 и НОД�𝑆̃𝑆(2), 2𝑝𝑝𝑛𝑛 − 1� ≤ 2𝑝𝑝𝑛𝑛−1 − 1, тогда, 
воспользовавшись формулой (1), получаем следующие неравенства: Φ(𝑠𝑠∞) ≥  𝑝𝑝𝑛𝑛 −
𝑝𝑝𝑛𝑛−1,Φ(𝑠̃𝑠∞) ≥  𝑝𝑝𝑛𝑛 − 𝑝𝑝𝑛𝑛−1, таким образом Ф�(𝑠𝑠∞) ≥  𝑝𝑝𝑛𝑛 − 𝑝𝑝𝑛𝑛−1. Утверждение теоремы 1 
доказано в первом случае. 

2) Пусть 𝐵𝐵 ≠ 3 и 𝑑𝑑 = НОД(𝑆𝑆(2), (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)). Тогда, воспользовавшись 
леммой 3, получаем следующее сравнение: (𝐵𝐵 − 3)(𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂0(𝑎𝑎))/3 ≡ −(𝑝𝑝 +
1)/2 (mod 𝑑𝑑). Согласно лемме 2, (𝐵𝐵 − 3)(𝜂𝜂2(𝑎𝑎) − 𝜂𝜂0(𝑎𝑎))/3  удовлетворяет сравнению  
𝑍𝑍3 − 36𝑝𝑝(𝐵𝐵 − 3)2𝑍𝑍 − 216𝑝𝑝(𝐵𝐵 − 3)2𝑀𝑀 ≡ 0(mod 𝑑𝑑). Следовательно, −(𝑝𝑝 + 1)3/8 +
9𝑝𝑝(𝐵𝐵 − 3)2(𝑝𝑝 + 1) − 36𝑝𝑝(𝐵𝐵 − 3)2𝑀𝑀 ≡ 0(mod 𝑑𝑑). Так как  −(𝑝𝑝 + 1)3/8 + 9𝑝𝑝(𝐵𝐵 − 3)2(𝑝𝑝 +
1) − 36𝑝𝑝(𝐵𝐵 − 3)2𝑀𝑀 ≠ 0, то 𝑑𝑑 < | − (𝑝𝑝 + 1)3/8 + 9𝑝𝑝(𝐵𝐵 − 3)2(𝑝𝑝 + 1) − 36𝑝𝑝(𝐵𝐵 − 3)2𝑀𝑀|. 
Следовательно, 𝑑𝑑 < 𝑝𝑝3 и НОД(𝑆𝑆(2), 2𝑁𝑁 − 1) < 𝑝𝑝3�2𝑝𝑝𝑛𝑛−1 − 1�. Таким образом, Φ(𝑠𝑠∞) ≥
 𝑝𝑝𝑛𝑛 − 𝑝𝑝𝑛𝑛−1 − 3 log2 𝑝𝑝.  

Как уже отмечалось, 2𝑆̃𝑆(2) ≡ 𝑈𝑈�(2𝑝𝑝𝑛𝑛−1) (mod(𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)). Следовательно, 
снова применяя сравнение (4), можем показать таким же самым способом, что 
НОД�𝑆̃𝑆(2), (𝑎𝑎𝑝𝑝 − 1)/(𝑎𝑎 − 1)� < 𝑝𝑝3 и Φ(𝑠̃𝑠∞) ≥   𝑝𝑝𝑛𝑛 − 𝑝𝑝𝑛𝑛−13 log2 𝑝𝑝, что завершает 
доказательство теоремы. 

Теорема 1 показывает, что симметричная 2-адическая сложность 
рассмотренных последовательностей больше половины периода, то есть они 
обладают высокой сложностью. 

Заключение 

В работе изучена симметричная 2-адическая сложность обобщенных 
циклотомических последовательностей Холла. Показано, что рассмотренные 
последовательности обладают высокой 2-адической сложностью. Результаты 
обобщают полученные ранее в [5, 11]. Применяя метод, разработанный в [11], 
полученную оценку можно улучшить при увеличении 𝑛𝑛. 
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