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Краткое (на популярном уровне) изложение связи между негауссовым семейством устойчивых законов и самоподобием 
описываемых ими нелокальных процессов. Характеристическое свойство самоподобия позволяет расположить 
баллистическую, броуновскую и Леви-модель движения в логически связанную цепочку с характеристическими 
показателями a = 1,2 и 0 < a < 2, определяющими степени дифференциальных операторов, которые описывают эти движения. 
Семейство моделей, порождаемых дробными значениями a, характеризуется специфическим свойством нелокальности, 
отражающимся в физической интерпретации в терминах фрактальность, если речь идет о пространственной производной, и 
эредитарность — в случае дифференцирования по времени. 
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A brief presentation of the relationship between a non-Gaussian family of stable laws and the self-similarity of the nonlocal 
processes described by them. The characteristic property of self-similarity makes it possible to arrange the ballistic, Brownian, and 
Levy-models of motion in a logically connected chain with characteristic exponents a = 1,2 and 0 < a < 2, which determine the degrees 
of differential operators describing these movements. The family of models generated by fractional values of a is characterized by a 
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1. Автомодельность 
На первый взгляд, нет ничего общего между 

динамическим типом движения, когда частица дви-
жется по гладкой кривой (например, по прямой) в 
пространстве, и стохастическим типом, когда траек-
тория представляет собой чрезвычайно нерегуляр-
ную, всюду изломанную линию (пример — броунов-
ская траектория). Однако общее, по крайней мере, 
между прямой и броуновской кривой, есть. Для обоих 
типов движения нет больших и малых времен, они 
автомодельны. Прямая остается прямой на всех мас-
штабах, как и броуновская траектория остается бро-
уновской.  

Автомодельность (самоподобие, масштабная 
инвариантность, скейлинг — это все синонимы автомо-
дельности) — особая симметрия системы, состоящая в 
том, что изменение масштабов одних переменных мо-
жет быть скомпенсировано преобразованием масштабов 
других [1]. Постоянная Н, называемая показателем Хер-
ста, определяет порядок автомодельности. 

В терминах случайной переменной X(t) (для 
простоты ограничиваемся одномерным процессом) 
свойство автомодельности формулируется в виде  

),1()( XttX Hd
  

или  

),()( tXaatX Hd
  

при a > 0 и любом фиксированном t. Вообще, случай-
ный процесс  TtX ),(  называется автомодельным, 
если автомодельны распределения всех его конечно-
мерных векторов:  

   .)(),...,()(),...,( 11 n
HHd

n tXatXaatXatX   
Для автомодельности же однородного марков-

ского процесса достаточно автомодельности одно-
мерного распределения. 

Автомодельность одновременнóй плотности 
распределения p(x,t) выражается соотношением  

).1,(),( HH xtpttxp   
В баллистическом движении со скоростью v 

vttX )(  
и  

1. ),()(  HtXaavtatX H  
В броуновском движении с коэффициентом 

диффузии K 

GKttX
d

2)(   
и  

.2/1 ),(2)(  HtXaGKatatX Hd
 

В представлении плотности это свойство вы-
ражается соотношением:  

).1,(
2

1),( 4/2 HHKtx xtpte
Kt

txp    
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На самом деле существует целое семейство ав-
томодельных процессов, по отношению к которому 
баллистическое и броуновское движения оказывают-
ся частными случаями. 

2. Леви-процессы 

Определим теперь L-процесс как однородный 
марковский процесс с -автомодельным одномерным 
распределением  

),(),( /1)(/1  xtgttxp  
где  = 1/Н, а g()(x) — неизвестная пока плотность 
распределения. 

Очевидно, что такая замена не может привести 
к сужению класса рассматриваемых процессов: бро-
уновское движение удовлетворяет этому условию и 
остается в классе L с  = 2. Появятся ли при этом ка-
кие-то новые процессы? Ответ на этот вопрос связан 
с тем, существуют или нет отличные от гауссова рас-
пределения ),( txp  L-процесса, удовлетворяющие 
условию автомодельности. 

Рассмотрим два момента времени: t и t + . 
Случайные координаты L-процесса частицы в эти 
моменты связаны соотношением  

X(t + ) = X(t)+ X(). 
При условии X(0) = 0 случайные величины X(t) 

и X() являются приращениями процесса в непересе-
кающихся интервалах (0,t) и (t,t + ) и, стало быть, 
независимы. Плотность распределения их суммы да-
ется сверткой плотностей слагаемых:  

.),(),(),(),(),( xdxptxxpxptxptxp  



 

Удобно от плотностей перейти к характери-
стическим функциям  

  ,),()(exp),(~ dxtxpetikXtkp ikx



  

для которых операция свертки превращается в произ-
ведение  

),,(~),(~),(~  kptkptkp  
а условие автомодельности принимает вид  

).(~),(~ /1)(  ktgtkp  

3. Устойчивые законы 

Полученные выше соотношения приводят к 
функциональному уравнению  

     ,~~)(~ /1)(/1)(/1)(   kgktgtkg  
определяющему класс строго устойчивых законов, 
называемых далее для краткости просто устойчивы-
ми. Характеристические функции  kg )(~   выражают-
ся в элементарных функциях и могут быть записаны в 
нескольких формах [2]. 

Как отмечалось выше, винеровский процесс 
входит в класс L-процессов. Он характеризуется нор-
мальным распределением с плотностью  

   4exp
2

1 2)2( xxg 


  

и характеристической функцией  

).exp()2;()(~ 2)2( kdxxgekg ikx  



 

Чтобы найти характеристические функции ос-
тальных членов этого семейства, введем вторую ха-
рактеристику  

),(~ln)( )()( kgk    
для которой свойство устойчивости эквивалентно 
аддитивности  

),()()( )(
2

)(
1

)( ckkckc    
где  

.)( /1
21

  ccc  
Распространяя это соотношение на сумму про-

извольного числа n одинаково распределенных сла-
гаемых (c1 = c2 = … = cn = 1), получим  

).()( /1)()( knkn    
Согласно свойству  

,)]([)( )()(   kk  
(здесь * означает комплексное сопряжение) достаточ-
но определить функцию )()( k  для положительных 
значений аргумента k > 0. Учитывая ее непрерывность 
в окрестности начала координат и вытекающее из оп-
ределения характеристической функции условие  

,0)0()(    
приходим к равенству  

),0 ,0(  ,const)()(   kkk  
из которого следует, что  

].[)( 10
)( icckk    

Характеристическая функция удовлетворяет 
условию  

,1)(~ kg  
поэтому  

,0)(Re )(   k  
и вещественная постоянная 0c  должна быть положи-
тельной. С другой стороны, из условия  

2)0(~ Sg   
(здесь S — случайная величина с характеристической 
функцией )(~ kg ) следует, что  

.0)0(][ 22)(   DSS  
Вычислив вторую производную,  

,)1(][])([ 2
10

)(   kicck  
и устремив k  0, можно убедиться, что при  = 2 
дисперсия D конечна (вследствие вещественности 
последней постоянная c1 должна быть равна нулю), 
при  < 2 она бесконечна (в этом случае величина c1 
роли не играет), и при  > 2 предельное значение 
производной равно нулю. Последнее означает, что 
второй момент функции  

.0)(2 



dxxgx  

Для не сосредоточенного в нуле распределения 
это может означать только, что произведение )(2 xgx  
является знакопеременным, и, стало быть, )(xg  не 
является плотностью вероятности. Таким образом, 
область допустимых значений параметра  есть (0,2]. 

Постоянные c0 и c1 могут быть представлены в 
нескольких формах. В одной из них  

,)2απβtg(  ,1 10  cc  
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где второй вещественный параметр [–1,1] характе-
ризует асимметрию распределения. Таким образом, 
характеристическая функция одномерного устойчи-
вого закона на положительной полуоси имеет вид:  

  .0  ,)]2(tg1[exp)(~ ),(   kikkg  
Аналогичные вычисления для отрицательной 

полуоси дают  
   .0  ,)]2(tg1[exp)(~ ),(   kikkg  

Объединяя эти формулы в одну, получим:  
  )A.(  ,]sign)2(βtg1[exp)(~ ),(   kkikkg  

Это стандартное представление устойчивой 
характеристической функции в форме A. 

Часто используется представление в форме C, 
получаемое введением в показатель экспоненты мас-
штабного множителя, подобранного таким образом, 
чтобы характеристическая функция приняла вид  

  )C.(]sign)2(exp[exp),;(~ kikkg    
Здесь [0,2] — характеристический показа-

тель устойчивого закона, а [–1,1] и [–,], 
 12,1min   — параметры асимметрии. 

Задаваемые этими характеристическими функ-
циями устойчивые случайные величины будем обо-
значать через ),( S  и S(,) cоответственно.  

4. Обобщенная предельная теорема 
Открытие Полем Леви класса устойчивых рас-

пределений, возможно, было одним из самых круп-
ных событий в теории вероятностей XX в. Они осво-
бодили ЦПТ от ограничения, налагаемого требовани-
ем конечности дисперсии, и открыли возможность 
суммирования случайных величин с бесконечными 
дисперсиями. Оказалось, что если только существует 
невырожденное (не сосредоточенное в одной точке) 
предельное распределение нормированной суммы 

  n
n

j nj BAX 


1
 при n  0 и подходящим образом 

выбранных последовательностях nA  и ,0nB  то это 
распределение обязательно будет устойчивым. При 
этом ,)( /1  nnhBn  где h(n) —– медленно меняющая-
ся функция (типа логарифма или какой-нибудь его 
степени), а  — характеристический показатель. Если 
для случайной величины X с функцией распределения 
F(x) можно подобрать такие nA  и ,nB  то говорят, что 
X принадлежит области притяжения устойчивого за-
кона. В противном случае она не принадлежит облас-
ти притяжения никакого закона: только устойчивые 
законы обладают областями притяжения. 

Чтобы проверить, принадлежит ли области 
притяжения случайная величина X, надо, прежде все-
го, вычислить дисперсию или просто второй момент 

 2X . Если он конечен, X находится в области при-
тяжения нормального закона. Если ,2 X  необ-
ходимо проверить асимптотику «хвостов» распреде-
ления X. Если оказывается, что  

)( xXP   h(x)x–,  x  , 
то ответ положителен, если же асимптотика имеет 
иной вид, ответ отрицательный. Мы ограничимся 
далее лишь случаем «нормального» (не путать с 
гауссовым!) притяжения, когда h(x)  const  0 
при x  . 

Пусть теперь известно, что X принадлежит об-
ласти притяжения устойчивого закона. Как узнать его 
параметры  и  (или )? Ответ на этот вопрос как 
раз и дает 

Обобщенная предельная теорема (ОПТ). 
Пусть случайные величины jX  независимы, одинако-
во распределены и удовлетворяют условиям  

)( xXP   a+x–,  x  , 
)( xXP   a–x–,  x  , 

0 <   2, a+  0, a–  0 и a+ + a– > 0. Тогда найдутся та-
кие последовательности nA  и ,0nB  что при n    

  ,~ ),(
1


  SBAX

d
n

n

j nj  

где  = (a+ – a–)/(a+ + a–). 
Разумеется, существует бесконечное множест-

во последовательностей нормирующих коэффициен-
тов nA  и nB  с одним и тем же асимптотическим по-
ведением при n  .  

5. Аномальная диффузия 

Термин «аномальная диффузия» применяется в 
случае, если ширина диффузионного пакета t увели-
чивается со временем медленнее или быстрее, чем в 
нормальном (гауссовом) случае, когда tt1/2. В по-
следние десятилетия исследуются разнообразные 
процессы аномальной диффузии: перенос заряда в 
аморфных полупроводниках, динамика полимерных 
систем, диффузия на фрактальных структурах, про-
цессы в квантовой оптике, плазме и т.д. (см [4]). 

Хорошо известно, что, несмотря на многообразие 
конкретных механизмов, приводящих к нормальным 
диффузионным процессам, главная особенность этих 
процессов может быть получена в рамках схемы скач-
кообразного ступенчатого процесса с непрерывным 
временем (в зарубежной литературе этот процесс обо-
значается аббревиатурой CTRW — continuous time 
random walk). Это позволяет надеяться, что CTRW-
модель может также описать некоторые общие особен-
ности большого числа различных аномальных процес-
сов без рассмотрения их специфических механизмов. 

Простейшая (одномерная) версия CTRW-
модели предполагает, что длины различных прыжков 
Rj, а также времена пребывания в ловушках Tj пред-
ставляют собой набор взаимно независимых случай-
ных величин. Предполагается, что свободные пробеги 
имеют распределение со степенным хвостом  

  ,  0,  ,P   rrrR  
распределение времен пребывания в ловушках удов-
летворяет условию  

  .  0,  ,P   rttT  
Понятие диффузия используется, когда речь 

идет об асимптотическом поведении этого процесса 
при t  . Если  > 2 и  > 1 мы наблюдаем нор-
мальную диффузию, все остальные значения  и  
приводят к аномальной диффузии с характеристиче-
скими показателями , . 

Возможно, самый простой способ выйти на 
асимптотику рассматриваемого процесса, отталкива-
ясь от трансформанты  

   
   

,]~~1[

~1,~
kpq

qkp

  
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заключается в использовании в качестве p(x) и q(t) са-
мих устойчивых плотностей ),;( xg и ),1,;( xg   
0 <   2,   1. Законность такой подстановки обуслов-
лена тем, что каждый устойчивый закон принадлежит 
своей области притяжения. Тем самым условие теоремы 
об аномальной диффузии выполняется. В то же время 
асимптотическое выражение p(x,t) определяется только 
асимптотиками функций p(x) и q(t), а все распределения, 
принадлежащие фиксированной области притяжения, в 
том числе и устойчивое, имеют одну и ту же (с точно-
стью до постоянного множителя) асимптотику. Следо-
вательно, выбирая в качестве p(x) и q(t) устойчивые 
плотности, мы нисколько не теряем в общности. 

Согласно тауберовым теоремам, в восстановле-
нии распределения p(x,t) при больших x и t основную 
роль играет поведение трансформанты Фурье—Лапласа 
 ,~ kp  в области малых значений аргументов, где  

 ~]sign 2exp[exp),;(~)(~ kikkgkp    

  0  ,sign 2exp1~   kkik  
и  

  .0  ,1~)1,;(~~   
eigq  

Несложные преобразования приводят к сле-
дующему уравнению для главной асимптотики  

  ,),(~sign 2exp),(~ 1  kpkikkp asas  
которое может быть также представлено в виде  

),(),(ˆ),(ˆ 1),( xxpLxp asas    
обобщающем уравнение движения Леви на немарков-
ский тип процесса. 

Произведение же ),(ˆ  xpas  и функция 1  
являются трансформантами Лапласа дробной произ-
водной Римана—Лиувилля  

    











t
t t

dxp
ttxpD

0
0 )(

,
)1(

1,  

и обобщенной функции  

 .)1( xt 



 

Таким образом, главная асимптотическая (при 
t  ) часть распределения p(x,t) удовлетворяют 
уравнению в частных производных дробного порядка  

     ,)1(,, ),(
0 xtxpLtxpD asas

t 





  

которое мы будем называть уравнением аномальной 
диффузии (АД-уравнением).  

6. Обобщенный закон Фика 
Многомерный аналог АД-уравнения в изотроп-

ном случае включает в себя лапласиан дробного по-
рядка:  

     .)1(,)(, 2/
0 xxx 





 tfKtfDt  

Будучи преобразованным (путем дробного диф-
ференцирования порядка 1 –  обеих частей) к виду  

     ,,)( 1
0

2/ ttfDKt
f

t 

  xx  

АД-уравнение может быть представлено в виде сис-
темы двух уравнений  

,div j



t
f  

),,()(div 1
0

2/ tfDK t xj   

первое из которых является уравнением непрерывно-
сти, определяющим вектор плотности тока вероятно-
сти j, а второе — обобщенным законом Фика, задан-
ным в неявной форме. 

При  = 2 и  = 1 обобщенный закон принима-
ет вид обычного закона Фика  

).,(grad  ),,(div tfKtfK xjxj   
При  = 2 и   1 мы имеем дело с субдиффу-

зионным обобщением:  
).,(grad),(grad 1

0
1

0 tfDKtfDK tt xxj    
Наличие в правой части производной по вре-

мени дробного порядка  
  












t
t t

dxf
ttfD

0 1
1

0 )(
,grad

)(
1),(grad x  

отражает влияние памяти процесса на распростране-
ние диффузионного пакета: плотность тока в данный 
момент определяется не мгновенным градиентом 
плотности в данный момент, а его эволюцией в тече-
ние всего предшествующего периода диффузии. Эта 
особенность обусловлена наличием в среде случайно 
распределенных ловушек с распределением времени 
удержания степенного типа. Замедленная таким обра-
зом диффузия называется субдиффузией и носит не-
марковский, но локальный характер. 

При  < 2 и  = 1 имеет место ускоренный ре-
жим диффузии, называемый супердиффузией. В этом 
режиме 

),()(div 2/ tfK xj   
и скорость изменения плотности в данной точке опре-
деляется не градиентом в ней, а распределением диф-
фундирующей субстанции в большой ее окрестности 
(влияние больших пробегов с асимптотически степен-
ным характером распределения). Супердиффузия (на-
зываемая также диффузией Леви или полетами Леви) 
— марковский, но нелокальный (поскольку лапласиан 
в дробной степени является интегральным по про-
странству оператором). Важно иметь в виду, что не 
только закон изменения ширины аномального диффу-
зионного пакета, но и сама его форма отличаются от 
таковых, наблюдаемых в нормальной диффузии.  

В случае  < 2 и  < 1 процесс аномальной 
диффузии является немарковским и нелокальным. 
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