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Рассматривается задача о двуруком бандите с гауссовским распределением доходов действий с неизвестными 
математическим ожиданием и дисперсией. Гауссовские двурукие бандиты могут быть использованы при рассмотрении 
пакетной обработки, когда имеются два возможных метода обработки. Показано, что при использовании стратегии UCB1 
величина ожидаемых потерь непрерывно зависит от оценки дисперсии доходов действий. С использованием метода Монте-
Карло установлен характер зависимости. Отмечается, что использование некорректной оценки равносильно неоптимальному 
выбору параметров алгоритма, но величина потерь расчета незначительна при достаточно большой ошибке, что дает 
возможность оценить величину дисперсии на начальном этапе управления. 
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1. Введение 

Рассмотрим задачу о многоруком бандите, ко-
торый традиционно описывается как игровой автомат 
с J рукоятями, одну из которых на очередном шаге 
выбирает игрок (данный выбор называется действием) 
[1]. Формально многорукий бандит представляет собой 
управляемый случайный процесс ;,...,2,1),( Nnn   
количество раз, которые можно выбрать действие, N 
называется горизонтом управления, он может быть 
известен или не определен заранее. Значение )(n  на 
шаге n зависит только от выбранного действия yn и 
называется доходом. Математические ожидания дохо-
дов Jmm ,...,1  предполагаются неизвестными. 

В связи с тем, что игрок не имеет информации 
об ожидаемых доходах, соответствующих каждому из 
действий, то ему необходимо одновременно получать 
эту информацию и принимать оптимальные решения, 
исходя из уже полученных знаний, чтобы максимизи-
ровать общий полученный доход. 

Зачастую для простоты исследований делается 
предположение и об известности дисперсий ,,...,1 JDD  
в таком случае рассматриваемый многорукий бандит 

описывается векторным параметром  Jmm ,...,11  . 
Если же дисперсии JDD ,...,1  неизвестны, то для опи-
сания бандита используется векторный параметр 

 .,...,,,..., 112 lJ DDmm  
Целью игрока является максимизация общего 

полученного дохода, но, так как отсутствуют априор-
ные знания о параметре , задачей является также 
приобретение этой информации. Для используемой 
стратегии  общий ожидаемый доход будет меньше, 
чем максимально возможный, поскольку часть раун-
дов будет использована для получения информации о 
, на величину, называемую потерями. Потери после 
N раундов определяются как математическое ожида-
ние разности между наибольшим возможным дохо-
дом и фактически полученным 

   ,,...,max),(
1 1,   

N

n nJN mmEL  (1) 

где )(, E  — математическое ожидание, найденное 
относительно меры, порожденной  и . 

Введем обозначение lJl DD ...1max   и будем 
также анализировать величину нормализованных к 
(DN)1/2 потерь 
 ).,()(),( 2/1  NN LDNL  (2) 
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Предположение об известности дисперсий на 
практике можно опустить при использовании многих 
стратегий, так как при небольших изменениях дис-
персии потери будут меняться незначительно, что 
было представлено в работах [2,3]. Целью данной 
работы является обоснование этого наблюдения для 
стратегии UCB и проведение соответствующих чис-
ленных экспериментов, устанавливающих влияние 
величины ошибки в оценке дисперсии на приведен-
ные потери при заданном горизонте управления. 

При неизвестных дисперсиях доходов дейст-
вий возможна их оценка на первых этапах управле-
ния или постоянная переоценка в процессе управле-
ния, и решение о том, насколько точная оценка тре-
буется, также можно принимать на основании анали-
зов результатов данной работы. 

2. Стратегии UCB 

Ввиду того, что целью является минимизация 
потерь, то при известном значении параметра много-
рукого бандита  следовало бы выбирать действие с 
наибольшим ожидаемым доходом. Поскольку пара-
метр является неизвестным, то возникает дилемма 
«информация или управление», сущность которой 
заключается в необходимости использовать некото-
рое число шагов действий для исследования распре-
деления доходов действий, что влечет за собой полу-
чение менее чем максимально возможного дохода. 
При этом возможно получение оценок параметров 
многорукого бандита, наибольшую важность из кото-
рых имеют математические ожидания доходов раз-
личных действий. 

Если на n-м шаге действие с номером l было 
выбрано nl раз, от чего получен доход )(nX l , то вели-
чина ll nnX )(  будет являться точечной оценкой для 
ожидаемого дохода ml. Может показаться разумным 
выбирать действие, соответствующее наибольшему 
значению данной оценки, однако это может привести 
к значительным потерям, если в силу случайности 
наилучшее действие на первых шагах принесло не-
большой доход. Другими словами, для корректной 
оценки ml необходимо, чтобы при N  каждое 
действие было выбрано бесконечное число раз.  

Стратегии UCB [4-6] предполагают вместо то-
чечных оценок рассматривать верхние границы дове-
рительных интервалов их интервальных оценок, на-
пример, UCB1 [6] предписывает выбирать действие, 
максимизирующее значение 

 .,...,2,1 ;,...,2,1 ,log2)()( NnJl
n

nD
n

nXnU
ll

l
l   (3) 

При этом предполагается сначала однократно 
выбрать каждое действие для формирования началь-
ных значений (3) для каждого из действий. Рост ве-
личины lnnD /log2  с номером шага n гарантирует, 
что каждое из действий почти наверное будет выпол-
нено бесконечное число раз на бесконечном горизон-
те управления. С точки зрения получения наимень-
шего значения наихудших нормализованных потерь 
вместо данной величины оказывается рациональным 
использовать параметризованную ./log lnnaD  

3. Влияние оценки дисперсии на потери 

Рассмотрим гауссовского двурукого бандита с 
равными дисперсиями доходов D1 = D2 = D, пусть N — 
горизонт управления. Предположим, не умаляя общ-
ности, что худшее действие имеет нулевые средние 
ожидаемые доходы, соответственно, лучшее — поло-
жительные ожидаемые доходы, т. е. m1 > 0, m2 = 0. 

Гауссовские двурукие бандиты играют важную 
роль во многих приложениях [7,8]. В частности, при 
пакетной обработке данных, когда выбор действия 
может быть изменен лишь после того, как оно было 
использовано заданное число раз, доходы от обработ-
ки одного пакета будут иметь нормальное распреде-
ление в силу центральной предельной теоремы. Это 
особенно важно, так как при этом возможна парал-
лельная обработка [2,3,9]. 

В работах [10,11] построены инвариантные опи-
сания пакетных версий различных вариантов страте-
гий UCB с горизонтом, равным единице, на множестве 
близких распределений доходов — когда разница ме-
жду математическими ожиданиями имеет порядок N–1/2 
(что является наиболее сложным для управления слу-
чаем, так как при этом величины нормализованных 
потерь (2) принимают наибольшие значения [12]). 
Многие из приведенных в работах [10,11] утверждений 
относительно пакетной обработки данных справедли-
вы также и для гауссовских двуруких бандитов. 

Рассмотрим, каким образом ожидаемые дохо-
ды при выборе очередного действия зависят от оцен-
ки дисперсии.  

Обозначим через (n + 1) номер очередного ша-
га, и пусть n1 — количество применений первого дей-
ствия на текущий момент, соответственно, n2 = n – n1 
— количество применений второго действия.  

Доход от однократного применения каждого 
действия для гауссовского запишем как , Dml  
где  — стандартная нормально распределенная слу-
чайная величина. 

Доход от применения l-го действия можно за-
писать с использованием индикаторных функций 
Il(n), которые определены для каждого имеющегося 
действия и принимают единичное значение для тех 
шагов, на которых те были выбраны: 

 


 


случае. противном в  0,

)),(),(max()(  если  ,1
)( 21 nUnUkU

nI l
l  (4) 

Ожидаемый доход для l-го действия записыва-
ется как сумма nl гауссовских случайных величин, т. 
е. также является нормально распределенной случай-
ной величиной 

 .)()(
1

  
DnmnDiImnnX lll

n

i llll  (5) 

Общие ожидаемые потери на шаге (n + 1) в 
случае известной дисперсии при фиксированном n1 
по определению можно найти как математическое 
ожидание потерь при выборе действия. Если выбрано 
первое действие с более высоким ожидаемым дохо-
дом, то потери нулевые, в противном случае равны 
разнице ожидаемых доходов от действий 

 ))()((0),(),( 121 nUnUPLL nn  
 )).()(( 121 nUnUPm   (6) 
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Оценим вероятность выбора неоптимального 
действия 

 ))()(( 12 nUnUP  









 0log)(log)(

22

2

11

1

n
naD

n
nX

n
naD

n
nXP  

,0loglog//
21

221121 









n
naD

n
naDnDnDmmP (7) 

где 1, 2 — независимые стандартные нормально рас-
пределенные случайные величины. Их линейная комби-
нация 2211 //  nDnD  также будет нормально рас-

пределенной случайной величиной ,/)( 2121  nnnnD  
соответственно 

.)(log))()(( 21
21

112 







 nnn

na
Dn
nnmPnUnUP (8) 

Вероятность (8) может быть записана с исполь-
зованием функции распределения гауссовской случай-
ной величины — функции Лапласа Ф(·). Ожидаемые 
потери можно записать как сумму потерь на предыду-
щем шаге и математическое ожидание потерь на теку-
щем шаге, учитывая, что n1 может принимать различ-
ные значения с вероятностями P(n1 = in), i = 1,…,n, 
при этом данная вероятность является зависящей от  

 ),(),(1 nn LL  

  






    Dn
nnnmnnnn

nam
n

i
)()(logФ 11

121111  

 ).( 1 ninP   (9) 
Выражение (9) является непрерывной функци-

ей от дисперсии D при положительных значениях 
аргумента (как композиция непрерывных функций), 
если ),( nL  является непрерывной функцией от D. 
Последнее будет верно по математической индукции, 
однако нужно определить базу индукции. 

В соответствии с рассматриваемым алгорит-
мом первые два шага каждое из действий выбирается 
единожды для формирования начальных оценок ожи-
даемых доходов. Соответственно, на третьем шаге, 
когда n1 = n2 = 1, ожидаемые потери равны 

 ,
2

),( 1
13 







D
mmL   (10) 

что также является непрерывной функцией от D. 

Значит, при ),(  3  nLn  является непрерыв-
ной функцией от D. 

Вывод из вышеприведtнных рассуждений 
можно сформулировать в виде теоремы. 

Теорема 1. При использовании стратегии 
UCB1 с границами (3) для двурукого бандита, описы-
ваемого параметром  ,,,, 2121 DDmm  D1 = D2 = D, 
потери (1) являются непрерывной функцией от оцен-
ки дисперсии D. 

Заметим, что анализируемая далее величина 
нормализованных потерь (2) также непрерывно зави-
сит от D. 

Заметим также, что использование некоррект-
ной оценки для дисперсии в формуле (3) имеет тот же 
эффект, что использование неоптимального значения 
для параметра а: растет или уменьшается вклад в 
оценку верхней границы доверительного интервала 
величины lnnaD /log . При ее чересчур малых зна-
чениях алгоритм предписывает меньше использовать 
действие, в среднем принесшее меньший доход, и в 
худшем случае игрок не получает достаточно инфор-
мации о нем. При слишком большом значении в худ-
шем случае менее выгодное действие будет примене-
но излишнее количество раз. 

Для оценки величины нормализованных по-
терь в зависимости от оценки дисперсии воспользу-
емся численным моделированием по методу Монте-
Карло. 

4. Численное моделирование 

Проверим, как на практике максимальные 
нормализованные потери зависят от величины оценки 
дисперсии, т. е. какими в худшем случае будут поте-
ри для различных оценок дисперсии. Рассмотрим га-
уссовского двурукого бандита с равными дисперсия-
ми доходов (D1 = D2 = D = 1). Положим a = 1, гори-
зонт управления N = 200. 

На рисунке представлены результаты числен-
ного моделирования: максимальные нормализован-
ные потери при различных величинах оценки диспер-
сии D̂ . График получен усреднением максимальных 
ожидаемых потерь для выбранного горизонта по 
10000 моделирований. Рассмотрен случай близких 

 
Зависимость нормализованных потерь (DN)1/2LN(,) при использовании стратегии UCB для гауссовского двурукого бандита с 
дисперсией доходов D = 1 от оценки дисперсии D̂  
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распределений доходов как наихудший с точки зре-
ния величины нормализованных потерь.  

Видно, что при корректной оценке дисперсии 
величина потерь для данного значения параметра a 
является близкой к минимальной, однако при ее из-
менении потери возрастают. Также можно заметить, 
что выбранное значение параметра a = 1 не является 
оптимальным для данного алгоритма. Однако норма-
лизованные потери меняются незначительно (не бо-
лее чем на 5% от оптимального значения при опти-
мальном выборе значения параметра a) при измене-
нии оценки дисперсии на 25% как в сторону увеличе-
ния, так и в сторону уменьшения. 

В связи с тем, что оценка дисперсии является 
вычислительно более сложной задачей, чем оценка 
математического ожидания, то при наличии ограни-
чений на время вычислений возможно с заданной 
достоверностью определить, в течение скольких дей-
ствий необходимо уточнять оценку дисперсии для 
достижения требуемых величин потерь в худшем 
случае. Для этого потребуется построение довери-
тельного интервала для дисперсии нормально рас-
пределенной случайной величины с заданным уров-
нем значимости. 

5. Заключение 

Показано, что потери при использовании стра-
тегии UCB для гауссовского двурукого бандита яв-
ляются непрерывной функцией от оценки дисперсии 
доходов действий. С использованием численного мо-
делирования по методу Монте-Карло установлен ха-
рактер этой зависимости. 
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